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Estimado alumno, alumna

Este libro pretende ayudarte a abrir las puertas al conocimiento matematico, pero la llaves de esas puertas
las tienes tu y son el trabajo, la reflexion, la investigacion y la falta de temor a hacerse todas las preguntas
por absurdas que parezcan en primera instancia. Preguntas como: ;es el cero un nimero par?, ; puedo llenar
con baldosas hexagonales todo el plano? Parecen triviales, pero sin duda te llevaran a definiciones precisas
y propiedades que al tenerlas claras podras resolver las dudas.

Las matematicas poseen verdad. Si los tridngulos rectangulos los entendemos como hoy lo hacemos, enton-
ces el teorema de Pitagoras es cierto; hoy y para siempre. Si tu demuestras un resultado matematico, por
ejemplo, que la suma de dos nimeros pares es un ndmero par, nadie puede decirte que ese resultado es
falso, y si tu demostracion alguien la entiende, no puede decirte no te creo, no es un asunto de fe, es mate-
matica. Esta es una razén para hacer o conocer las demostraciones, para dejar por sentada la veracidad de
un resultado. Ademas, las demostraciones te permiten desarrollar habilidades de razonamiento matematico
referidas a la argumentacion, para ello es necesario que tu comunicacion sea clara. En este texto encontraras
varias invitaciones y pistas para hacer y sequir demostraciones. También te entregamos diferentes estrategias
para enfrentar estas pruebas.

La matematica ademas nos permite aproximarnos a la realidad y asi lograr una mayor comprension de la
misma. Mediante modelos matematicos podemos inferir conclusiones referentes a procesos de la realidad,
de las ciencias sociales y naturales, ademas podemos anticipar resultados que nos ayuden a tomar decisiones
con mayor certeza. En este libro encontraras problemas que te invitan a presentar un modelo algebraico,
reconociendo variables y sus relaciones que te ayudan a comprender el problema real.

Las actividades de este libro estan dirigidas a lograr un conocimiento profundo de las ideas matematicas
que desarrollarés en él. Estas actividades estan enmarcadas en contextos reales, informaciones obtenidas de
diferentes medios: periédicos, Internet, articulos de organizaciones de salud, medioambientales, etc.

En definitiva, este texto lo hicimos pensando en ti, pensando en que logres un conocimiento significativo de
las matematicas, para que descubras su belleza y utilidad. Motivados por el respeto y carifio al conocimiento
es que queremos que con esta obra descubras, a tu ritmo, los conocimientos y desarrolles las habilidades
necesarias para hacer de ti un ciudadano critico, investigador, “preguntén”, y que, por sobre todo, intentes
dar tus propias respuestas y argumentos. Esperamos que te sea Util y que con la ayuda de tu profesor, uses
|a llave para abrir la puerta del conocimiento matematico, lo aprecies y lo utilices en diversas situaciones.

Los autores.

Este libro pertenece a:

Nombre:

Curso:

Colegio:

Te lo ha hecho llegar gratuitamente el Ministerio de Educacion a través del establecimiento educacional en el que estudias.
Es para tu uso personal tanto en tu colegio como en tu casa; cuidalo para que te sirva durante todo el afio.
Si te cambias de colegio lo debes llevar contigo y al finalizar el afio, guardarlo en tu casa.
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Nombre de la Unidad.

Esquema
representativo

de la relaciéon entre
los contenidos de la
unidad y las metas de
tu aprendizaje.

Para recordar
Desarrollando
estos ejercicios
activaras tus
conocimientos
previos.

Informacion

en los medios
Extractada de
diversos medios
de comunicacion,
la que podras
comprender con
la ayuda de la
matematica.

Algebra

Alfinalizar esta Unidad Temas que estudiaremos.
serés capaz de: en esta Unidad:

Términos semejantes.

Ecuaciones de primer grado.
con coeficientes numéricos y
ieraes.

Lenguaje algrebraico basico.

Inicio de Unidad

Unidad

Desarrollo de contenidos

© e comour sl poenci
" [g] [g] wiZ ae?)

Escribe alo menos cinca mitiplos de.
e w5 a7 e

informacién en los medios

SIDA
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das con el vius del SIDA.

€l continente african es el mis afectado, ya que 26
millones de habitantes de ese continente han contral-
dola enfermedad.

‘Ameérica Latinay el Caribetienen alrededor de 15-10°
inf Encambo,en Europa Centraly Occidental
5610 610 000 habitantes tienen el VIK.

Lo cobertura de tratamiento del SIDA en Africa Subs-
ahariana es casi nula, por 1o que se espera que en los

dmos 2 afos mueran entre 5y 6 millones de perso-
nas debido  a enfermedad en esas regiones.

A a el total de
Infectados perter Segin personas in-
fectadas de SDA, 1900 00
et e 10’
sufen de estaenfermedac, s dec

2610 _26_13_65
0 4 20710

Portanto, de cada 20 en-

fermos de SDA 13 son af
afrcancs.

©

La pigina wwnwihsida c s puede servi 0 también wwwminsal

v
Retinan sus averiguaciones y scitaias en dase con e profesor

2. 2Qué parte del total de enfermos de SDA reprsentan los enfermos del cniro y occidente de
Euopar

B

on 5 vatara 3 toda la

raia Responda en pesos chenos utizando notacin centca.

para anota la on repetida de un
mismo facto, usibamos noacién de potencias. As por cjemplo, para denotar la
‘mulipliacién

10:10-10-10- 10

usibamos lanotacién 0%,

s e 10 por s mismo § veces, que e la siacion anteior,

il computadores resulan nfectados el quinto dia. Por 0 general, i queremos
” v Wk

A Antonia I inyectan un ill d unidades d ciero antbidtica pra curar una

delasbacte-
3l

Es dect ol segundo dia, :
bacteias que tenia el dia que e inyectaron el medicamento.

(P PR ——
A

3
Cuintas bacterias habrd e el cuerpo de Anto-

Clhrividades
.

ois DR EEEE
racdéndela cantdad il debaceries | 1§ 7 2 7 7

2 ot o (3], s s e ot 20 2

una cerca formada por 110 cuat
Estesenor e pide a su hijo Mateo que le ayude a cor-
“4Cudntos necesitamos?”,pregu

tarlos palos. nta M-
teo. "

todos modos,
o realiza trabajo de mas. Veamos sus chlul

*Solucién:

o por 6 palos, il
sequndo en cambi, neceita un palo menos que ants, pues uno de o ados, ol de a zquerda, ya
645=11palos. Para el

siquiente,son 5 palos mas dl paso anterior asison 645456425
En genera,para o cuackad nimero n necesitames:
645 cuacrados

En particulr, cuando =110 se necesiar 645110 = 556 paos.

e!lquemas

el 4. 5in cakul

12,34

Numero de la Unidad.

Texto introductorio
a los contenidos de la
unidad.

Nota

Destaca ciertos
conceptos que
debes tomar
en cuenta para
una mejor
comprension.

Actividades
Propuesta de
desarrollo de
habilidades

pagina a pagina.
Encontraras
algunas marcadas
con asterisco (*),
que representaran
un desafio para ti.

Problema resuelto
Es un ejemplo

de solucion de
problemas
propuestos,

que entrega

un método de
resolucion.



Cuidado

Alerta sobre

posibles errores .

o ambivalencias ———==== 1| Tl [}

alb+)=ab+ ac., para cualquier valor de a, by ¢

Sty an=SayeSaty

respecto de un P ’
concepto. :
T o

i, at-a = a

cjemplo:

Recuerda et

Seccién que te e

{anterespetar los parén

ayuda a recordar

ecr, b+,  s6lo multplicaiaa b Poresto e impor-

L de

lo que has visto en

ahos anteriores. Cvidodes
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B A7

m aplicando lo aprendido )
Vo'

Aplicando
@  La sucesion de figuras parte con un primer
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—

©  Lofouamuesta cuatadosrdenadosdelos-

lo aprendido IRy

de uno, dosyun cuadrado,
1a sequnda figua se e grega un caciado
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dela figura ant

Profundiza, apoya i
y confirma tus - B
conocimientos i e REm ==
por medio de la B
aplicacion
practica de

los contenidos. © SEREEIEI

b En esta sucesion de figuras, s posible cos-
vl una que tenga 86 cuadrados?

0 Determina a cantidad de cuadrados para ¢
dagraman.

borde de dcha figura.
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2
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o iguras,desde  sexta hstaa décma?
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© 5 e un nomeo s, e 25-2n,
pars vlores e e 10 20.
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b) Con Ia ayuda de la tabl anterior conjeura
s

e
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representaran un
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ciulos para la n-¢sma figura.

desafio para ti.

Actividades finales ———
Ejercicios

graduados de
transferencias de
aprendizajes.

Encontraras

algunos

marcados con

asterisco (*), que
representaran un
desafio para ti.

s naturaes. C e
los siguientes 10 érminos de st sucesion.
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ponentes el vector de trslado, o que se eniende por rasladar a unidades e la
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Po ienplo,
cln TE-12.3) obien, T donde = (-12,-3), s dei, 12 pustos it
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Investiga

Te invita a indagar

P .

St sobre diversos
temas.
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e — ’ o==g=_ ___ Importante
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: T enfatiza algun
T concepto impor-
tante tratado en
B ; la pagina.
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G‘ un poco de historia
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Un poco de historia

‘ Seccién que te
s’ entrega una vision
histérica de como se
ha formado la mate-
matica.

(7521853

Matomitco s fico
pancés
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e Autoevaluacion
Propuesta de
evaluacion de tus
conocimientos de
la Unidad.
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Numeros

Al finalizar

esta Unidad seras en esta Unidad:

Multiplicar y dividir potencias. Potencias de base positiva y

exponente entero.
Comprender y emplear la relacién entre el cambio de signo

del exponente y el inverso multiplicativo de la potencia.

Describir y operar con nimeros pequenos y grandes. utilizando Notacion cientifica.

Resolver problemas que impliquen
el célculo de operaciones con nimeros racionales.

NuUmeros racionales e

Discriminar entre nimeros racionales e irracionales. ..
irracionales.

Estimar y aproximar resultados en la resolucion de problemas.

.z . .

Transformar de notacion decimal a fraccionaria y viceversa.

Conjeturar acerca de la generalizacion. Regularidades numéricas.

Argumentar la veracidad de resultados.

Temas que estudiaremos

Resolver problemas. referentes a







,‘ para recordar
| 2

(6]

Escribe los siguientes numeros en forma de notacién decimal:

3 4,8 -1 2
-5 b) 2 23 d) &2 — )5
a) )2 ) ) > e) 3 )

Un dia de invierno en la Antartica chilena el termémetro marcé una temperatura de 20°C bajo cero.
El mismo dia, en pleno verano caribefio, el termdmetro marcéd 35°C.

a) Ubica estas temperaturas en la recta numérica.

b) ;Cual es la diferencia de temperaturas entre estos dos lugares?

Analiza y determina, en cada caso, si las siguientes afirmaciones son falsas o verdaderas. Justifica tu respuesta.

by L1l
8 12

¢) 200 es la quinta parte de 1 000

d) (-5?% = -25

e) (22’ =2°

f) En un cubo de arista 4 cm caben 64 cubitos de arista 1 cm.

g) Al dividir un nimero a por otro b resulta un nimero menor que a.

: : 21 22
¢ Cémo encontrarias una fraccion comprendida entregyg ?

Se quiere construir un techo de 1 m de altura y 3 m de largo, como lo indica la figura de mas abajo.
i Cual debe ser el largo de la viga si debe pasarse en 20 cm?

Resuelve las siguientes operaciones:
a) 5- 2 S El 9
15 4



Potencias de base positiva
y exponente entero

Un virus computacional es un fragmento de programa o un programa que se anade
a un programa legitimo con la intencion de infectar a otros. Existen virus compu-
tacionales que llegan a tu computador mediante un correo electronico, que incluso
puede haber sido enviado desde el computador de un usuario conocido por ti. Este
ingresa a tu lista de direcciones y cada vez que abres tu correo, el intruso envia
copias de si mismo a las direcciones de tu lista. El virus llega al computador de tu
amigo y se repite el proceso una y otra vez.

Acotemos el problema: imaginemos que el virus sale de tu computador en 10 co-
rreos electronicos, al dia siguiente, de cada uno de los 10 computadores infectados
salen 10 correos electronicos con el virus y asi sucesivamente; es decir, si el virus
llega a mi computador hoy, mafiana saldrian otros 10 correos infectados.

Si en el primer dia el creador del virus lo envia a 10 usuarios, el dia uno habria
10 computadores infectados. Cada computador infectado mandara diez correos
electrénicos con virus y como tenemos 10 de esos aparatos, al segundo dia habra
10 - 10 = 100 computadores infectados. La tabla a continuacion muestra los nuevos
infectados en el dia 7.

dian Numero
de nuevos infectados

1 10

2 100
3 1 000
4 10 000
5 ?
6

?

ectividades

1. Completa en tu cuaderno la tabla superior y extiéndela hasta n = 10.

2. En total, ;cuantos computadores infectados hay al sexto dia? Fijate que la
respuesta no es 100 000.

3. (Cuanto tiempo se requiere para infectar al menos un millén de computa-
dores?

4. Explica por qué este modelo de propagacion es real para valores pequefos
de n, pero no se ajusta demasiado a la realidad para grandes valores de n.

5. Recuerda la notacion de potencia que aprendiste en octavo basico y escribe,
(cuantos nuevos contagiados habra el dia n?

Unidad




« NUmeros .«

@

La notacién que hoy usa-
mos en matematicas se ha
desarrollado durante mu-
chos anos. Por ejemplo, la
notacion de potencias, que
tu aprendes hoy se debe a:
Stevin, S. (1598-1620); Viete,
Francois (1540-1603) y Des-
cartes, R.(1596-1650).

Antes de ellos se escribia
3x:x:x para denotar 3x%3.
Imaginate lo que seria ha-
ber sido estudiante en esos
tiempos.

Esimportante destacar que
el signo = se usa regular-
mente en matematicas con
posterioridad a esta época.

ectividades

Recordemos que en octavo basico, para anotar la multiplicacién repetida de un
mismo factor, usabamos notacion de potencias. Asi por ejemplo, para denotar la
multiplicacion

10-10-10-10-10

usdbamos la notacion 10°, es decir, multiplicamos el 10 por si mismo 5 veces, que
en la situacién anterior, corresponde a los computadores que se infectan exacta-
mente el dia 5. Es decir, cien mil computadores resultan infectados el quinto dia.
Por lo general, si queremos anotar la multiplicacién de » veces el mismo nimero
a € N, lo hacemos asi:

n veces
n
a =a-a-a-a-....a

Es importante notar que al decir n veces, estamos pensando en # como un nimero
entero positivo. Ahora bien, piensa en la siguiente situacion:

A Antonia le inyectan un millén de unidades de cierto antibidtico para curar una
4

amigdalitis que la tiene a mal traer. El antibidtico mata cada dia los 5 de las bacte-

rias que estan en el cuerpo de Antonia. Es decir, al segundo dia, solo tendra 5 de las

bacterias que tenia el dia que le inyectaron el medicamento.

1 . , . .
Al tercer dia tendra — de las bacterias que tenia el dia anterior,
2
es decir, (g) = 5—2 de las que tenia el primer dia.

(Cuantas bacterias habra en el cuerpo de Anto-
nia el dia n?

n—1
Tendra... (l) = 1
5 5}1—1

de las bacterias que tenia al inicio. ;Pue-
des explicar por qué?

1. Completa en tu cuaderno la tabla que presentamos a continuacion, respecto a las bacterias de Antonia:

Fraccion de la cantidad inicial de bacterias 1

DiAS 1 2 3 4 5 &6

ull —

12

L 24)\% .
2. Explica cémo calcular (—J , sin tener que calcular 242 ni 122.
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Propiedades de las potencias

Como hemos visto en los problemas anteriores, hay situaciones en que surgen las o recuerda
potencias en problemas recursivos. Lo que ocurre en el paso » depende de lo que

habia en el paso anterior. Por ejemplo, en el problema de los virus computaciona- Si :_> OynméeN
. . , se tiene que:
les, la cantidad de nuevos infectados es 10 veces mayor que de los que habia en el
. . . ’ n_m n+m
caso anterior. En el caso de las bacterias en Antonia, cada dia le quedan — de las a-a =a
. . . 5
que tenia el dia anterior. .
Sin>m
o ) ) ) ) ) son nimeros naturales 'y
1° En general, si inicialmente se tiene una cierta cantidad a y en cada periodo si- a> 0, entonces
guiente se considera la cantidad anterior multiplicado por a, entonces en el periodo " o
, . . . —=a
n habra a” unidades de dicha cantidad. a

Como hemos visto, a puede ser un numero entero o una fraccion positiva, en cual-
quiera de estos casos tenemos que:

n veces n+m veces
f—/% f—/%
+
a*-a"=a-a-a-....ara-a-a-....a=a-a-a-a-....a=a"""

S veces
T veces G cuidado

. , . . , : 0
Nota que implicitamente estamos considerando 7, m nimeros naturales. No es cierto e 0" =1,
tampocoes 0" =0

. . . . . No estd definida esa
2° Del mismo modo, al considerar el cuociente de dos potencias se tiene:

expresion.
n veces
., n-m veces
a a-a-a-...a a a a —— nem
=T =——..—-a-aa-..a=a
a a-a-a-...a a a a
m veces m veces

Cuando 7 es un numero natural mayor que m.

Notemos que en el caso anterior, al tener n = m, se tiene que

es por esta razon que es necesario notar que a’ =1cuando a #0

@:tividades

1. Calcula las siguientes potencias:
3 4 1 3 7 4 6 2 3 3
a) (E) b) (?) 0 (__3] d) [5] o) (5)

2. Explica por qué, sin hacer todos los célculos, los resultados de a) y ¢), si se multiplican, resulta 1.

3. (Cuantos dias deben transcurrir para que Antonia tenga sélo una millonésima parte de las bacterias que
tenia al inicio?
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Cuando decimos que “po-
demosextender” una pro-
piedad queremos decir
que es consecuencia de
una propiedad anterior.
Esta extension es igual
de vélida y se puede de-
mostrar. La demostracion
de ella se indicara en los
ejercicios.

No es cierto que
an™= (an)m

Por ejemplo, 10%° es un
numero que tiene 9 ceros
después de un 1, es decir,
mil millones; en cambio,
(103)2 es un numero for-
mado por 6 ceros des-
pués de un 1, es decir, un
millén.

3° Otra propiedad es una forma abreviada de calcular las potencias de una potencia,
es decir, ;como calcular (a")",sia>0yn m €N ?

Para responder esta pregunta basta recordar las definiciones de potencias: (a")" es
multiplicar m veces a”, esto es:
m veces

m
(aﬂ) :an .an ‘a}’l ‘”‘.an zan+n+n+...+n — anm

m veCes

. C g . —1
Recordemos que al inverso multiplicativo de a lo anotamos por a” cuando @ no es

cero. Es decir, ¢! = 1 )
a
5}1
Como 5" -— == =1, es decir, el nimero 5" y —; son inversos multiplicativos, es
n 5n 5"

. -1 1

logico anotar (5") =—.
571

Ademas, si queremos extender la propiedad de potencias que acabamos de ver, para
potencias de base un numero positivo y exponente entero, se deberia cumplir que:

1
w1
5" = =
De hecho, es asi como lo anotamos y se tiene en general:
1
o b
a =— cona>0yneN

En resumen, podemos extender todas las propiedades de potencias de base positiva
y exponente natural a propiedades de potencias de base cualquier fraccion y expo-
nente entero. Estas son:

Si a es fraccidn y n,m € Z se tiene:

1 n
a—n — — an am — an+m a_m — an—m aO =il
a a
actividades
17 - 2\
1. Calcula las siguientes potencias: a) 372 b) (E) ) (0,5) d) (0,3)73 e) (5)

N

. Ordena de menor a mayor:

3. Sia>0y n>0, ;escierto que a" > a?

4, ;Cuales la Ultima cifra de 6242

5. Una hoja cuadrada de papel de 1 m por lado se dobla por la mitad, luego por la mitad y otra vez por la mitad y
asi sucesivamente. Confecciona una tabla donde en una columna se muestre el nimero de dobleces y en la
otra el ancho del papel doblado. Otro alumno confeccionara una nueva tabla que en una columna muestre
un numero par de dobleces y en la otra el lado del cuadrado que resulta. ; Qué pasa con la segunda columna
en cadacaso?, ;van creciendolosvalores?, ; 0 se van achicando?, ; cuantos cuadraditos quedan al octavo doblez?,
icual es el grosor del papel que resulta al octavo doblez?, ;cual es el lado del cuadrado que resulta?
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07 problema resuelto

En cierta localidad de un pais vecino se esta estudiando el efecto de administrar agua fluorada a la
poblacién, para disminuir la caries en las personas y mejorar la salud bucal. Varios estudios internacio-
nales, recomiendan que el agua fluorada de consumo diario no debe tener una concentracién menor
a 0,5 miligramos por litro, ni mas que 2,5 miligramos por litro. Sin embargo, hay otros estudios que
dicen que el efecto no es mucho mejor respecto a los que no consumen agua fluorada. Por lo tanto,
en cierto jardin infantil de esta localidad se dispusieron tanques de 200 litros de capacidad cada uno,
llenados con 180 litros de agua fluorada, con una concentracion de 2,5 miligramos por litro, para ser
administrados como consumo habitual a los nifios del jardin que acuden al mismo en jornada comple-
ta. Si este consumo produce efectos positivos, respecto a un grupo control que continuara utilizando
agua sin flaor, se implementara el agua fluorada de consumo publico a toda la poblaciéon.

Los investigadores capacitan a las parvularias, funcionarios y directivos del jardin infantil, para que
rellenen los tanques de agua con agua pura, de modo de que la concentracién va disminuyendo, pero
sin bajar de los limites inferiores recomendados.

Las indicaciones de los investigadores son las siguientes:

1. Llene el tanque con agua pura, hasta el tope y comience
a dar a los nifos en forma habitual. Ademas de preparar
los alimentos con esta agua, en forma normal.

2. Cuando el nivel del agua llegue a los 180 litros vuelva
arellenar el tanque con agua pura. Y repita el proceso
hasta que nosotros le indiquemos.

Los investigadores saben cual es la cantidad que se puede rellenar
el tanque sin disminuir la concentracion de fltor a niveles inferiores
de 0,5 miligramos por litro. ; Puedes decidir ese momento?

% Solucion:

Si suponemos que después de llenado el tanque la solucion se dis-
tribuye homogéneamente, podemos suponer que la concentracion es constante en todo el tanque.

Entonces al principio habia 2,5 - 180 = 450 miligramos de fluor en el tanque. Cuando se llena con agua
pura, hasta completar los 200 litros de solucién, siguen habiendo 450 mg de fluor en el tanque. Pero

la concentracién es %mg/litro = 2,25 mg por litro.

Como en el tanque de 200 litros solo puede haber una solucion de fluor cuya concentraciéon no sea
menor que 0,5 mg por litro, entonces en el tanque de 200 litros no puede haber menos que 90 mg
de fluor.

Es decir, tenemos que encontrar la cantidad de veces que se puede repetir el proceso de relleno, hasta
que la cantidad de fluor en el tanque sea de 90 mg.
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Pues bien, cuando se sacan 20 litros de solucién del tanque, por primera vez, salen 2,25 mg por cada
litro, es decir, cuando se sacan los primeros 20 litros, salen 2,25 x 20 = 45 mg de fluor, por lo tanto
quedan en el tanque 450 — 45 = 405 mg. Al rellenar con agua la concentracion es:

%mg / litro = 2,025mgq / litro

Cuando se sacan los segundos 20 litros, del tanque salen 2,025 x 20 = 40,5 mg de fltor, por lo tanto
quedan en el tanque 405 - 40,5 = 364,5 mg. Al rellenar con agua la concentracion es:

364,5
200

mgq / litro =1,8225mgq / litro

Mas generalmente, si en algin momento en el tanque lleno hay A mg de fltor, después de repetir
el proceso de quitar 20 litros de solucién y rellenar con agua pura, se tendra en el tanque:

A 1, 9
A-20xA _a-1a_9p
200 107710

En el proceso siguiente se tendra3, % de lo que habia, es decir % de % A. Por lo tanto en el paso

2 3
siguiente, se tendra (%) A. En el paso siguiente de éste se tendra (%) A. Y asi sucesivamente.

Es decir, después de n procesos, desde que los investigadores dejaron los tanques en el jardin, se
tendra (%) A, de miligramos de fldor en el tanque. Completando la tabla para diferentes valores

de n se tiene, con ayuda de una calculadora (o una planilla de calculo) :

_ Cantidad de fltor en el tanque (mg)

1 405

2 364,5

4 295,245

6 239,14845

8 193,7102445
10 156,905298
12 127,0932914
14 102,945566
15 92,65100944
16 83,3859085

Por lo tanto se necesitan 15 procesos como los antes descritos, para mantener la concentracion en
los niveles sugeridos.
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aplicando lo aprendido

@ Resuelve las siguientes operaciones:

0 Escribe como potencia o producto de potencias: a) 2°-2
a) 32 b) 37.3-3°+1
b) 27 43423
) =
c) 64-125 2
d) 3681 1% (1Y
8 8
d) ——=—
©®  Expresa como nimero decimal cada una de las 1
siguientes potencias: 8
a) 57 12"
e) [-+=
b) 27 2 3
) 0 (5)(%)
9|5 3) l10
32 © Cudleselvolumen de un cubo de arista 3 cm?
d) | = Si ahora duplicamos su arista, ¢cuantas veces
2 mayor es el volumen del nuevo cubo?, ;qué
. ocurre si se triplica o cuadruplica el tamafo de
1 la arista del cubo inicial?
e) |-
7
0" @ Dibuja un diagrama.gue represente ellérbol ge-
f) 3 nealdgico de tu familia partiendo contigo, luego

tus padres, tus abuelos, tus bisabuelos y asf suce-
sivamente. ; Cuantos bisabuelos son?, ;cuantos
g) 3° tatarabuelos?, ;de cuantos miembros consta la

6 Y quinta generacién de tus antepasados?
(%)

@+ Cudles lacifra de las unidades de 2*7?, ;y de

5100 -)
9 Compara. Escribe <, > 0 =
a) 4°y2* .
) y 9 A Yael, su padre le presenta dos alternativas
b) 8 y24 para juntar su dinero quincenal:
Q0 6y2+4 ® Lla primera consiste en abonarle $1 000
cada dia hasta el dia quince.
d) 77-5y 2 e Llasegundaen que el primer dia le abona un
e) 2y 0 peso, el segundo dia dos pesos, el tercer dia
el doble del anterior, y asi sucesivamente,
f) 22y-2 cada dfa duplica la cantidad del dia anterior

finalizando el dia quince. ;Cudl propuesta
le conviene mas a Yael?
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0 importante

Cualquier decimal finito
se puede escribir como
una fraccion de numeros
enteros.

Hemos demostrado que:
1=09

vale decir que esos dos nu-
meros son exactamente el
mismo.No estamos dicien-
do que estan cerquita, sino
que estan exactamente en
el mismo lugar.

Es decir, la notacién deci-
mal no es unica.

Por ejemplo 0,5 =0,49 .

@ctividades

Notacion decimal

Recordemos que la notacion decimal que usamos tiene como base 10, esto quiere
decir que el lugar que ocupa un digito en un nimero esta relacionado con una po-
tencia de 10. Por ejemplo, el nimero 3 456 es la suma:

3107 +4-10*+5-10" +6-10°
Esta notacion se puede extender a los nimeros decimales no enteros. Por ejemplo
3 456,432 es la suma:
3-10°+4-10° +5-10' +6-10° +4-107" +3-102 +2-107

4 3 2
lo mi :3:10°+4-10+5-10" +6-10° + — + —+ —
que es lo mismo que 107102 T 100
Como esto se puede hacer con cualquier decimal finito, entonces, cualquier deci-
mal finito es una fraccion de nimeros enteros.

Sin embargo, hay fracciones que tienen un desarrollo decimal infinito; por ejemplo,
— tiene un desarrollo que es una seguidilla infinita de 3, después de la coma, se

= o1 .
anota 0,3, es decir, 3 es la suma que sigue:

l—i+i+i+i+i+i+i+i+. . (1)
3 10 102 10° 10* 10° 10° 107 10%

1
Otro ejemplo de lo mismo es 9 que es el decimal infinito

O, 1111111111111 IIIII1r1I1t...
0 escrito en sumas:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

=—4—+—+—F+—+—F+—+ +
9 10 10> 10® 10* 10° 10° 107 10®

0,1

Es importante destacar que si multiplicamos la relacion (1) por 3, resulta:
I 9 9 9 9 9 9 9 9

=t —t—+t—+t—+—+—+—+
3 10 10* 10° 10* 10° 10° 10" 10°®

pero el nimero de la izquierda es 1 y el de la derecha es 0,9, es decir: 1=0,9

1. Explica por qué los nimeros 0,49 y %-(10-0,45) son iguales.

1

2. Recurre a lo anterior para mostrar que 0,49 = E-(4+0,§).

3. Toma en cuenta que O,§= 1, para mostrar que 0,49 = %(5) =0,5.
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@ Notacion cientifica

Las siguientes imagenes presentan, en metros, la medida de varios objetos existentes
en la naturaleza.

rﬁ,‘m_

Algunos prefijos
usados en ciencias son:

. centi (c) para denotar
1072, por ejemplo 1cm
denota un centimetro.

- mili (m) para denotar
1073, por ejemplo T mm
denota un milimetro.

- micro (p) para denotar
10, por ejemplo T
denota un micrémetro.

- nano (n) para denotar
107, por ejemplo 1 nm
denota un nanémetro.

- hecto (h) para denotar
102, por ejemplo 1 hm
denota un hectémetro.

- kilo (k) para denotar
103, por ejemplo 1 km
denota un kilémetro.

- mega (M) para denotar
106, por ejemplo 1 Mb
denota un megabyte.

- giga (G) para denotar
107, por ejemplo 7 Gb
denota un gigabyte.

MATEMATICA 1° Medio
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actividades

1. ;Cuantas veces mayor es una molécula de Hidrégeno que un dtomo de Carbono?

2. Aproximadamente, ;cudl es el radio de la Tierra?

3. Silavelocidad de la Luz (en el vacio) es de aproximadamente 3-10% mss, (cuanto se demora un rayo de
Sol a Mercurio en el momento en que estan mas alejados?

4. ;Cuantas veces mayor es el radio de Jupiter que el de Plutén?

5. Averigua: ;cuan lejos puede observar un astronomo desde los telescopios que se encuentran en el norte
de nuestro pais?




Dado que nuestro sistema de numeracion es decimal, estamos muy familiarizados
con las potencias de 10 y cuando queremos tener una idea gruesa de una medida o
cantidad usamos multiplos de potencias de 10 para aproximar. Si a uno le preguntan
con cuanto dinero cuenta en ese momento, uno responde: “ando con 2 mil pesos
mas o menos”, jamas dice “ando con 2 mil trescientos veinticuatro pesos”, aunque
este dato sea mas preciso.

Con frecuencia escuchamos frases como “uno de los hombres mas ricos del mundo
tiene 55 billones de ddlares, algo asi como $55 000 000 000 000” o la velocidad
de la luz en el vacio es de 300 000 000 de metros por segundo, la verdad es que
el dato es mucho mas preciso, pero dar esta aproximacion, para muchos fines, es
suficiente.

Como en el mundo cientifico se trabaja con medidas muy pequeiias o muy grandes
comparadas con el hombre, se suele denotar utilizando potencias de 10, o lo que los
cientificos llaman el orden de magnitud. Por ejemplo, la velocidad de la luz la de-
nota por 3-10% m/s y los fisicos dicen que la velocidad de la luz medida en metros
por segundo es del orden de 108.

Si una medida se anota de la forma a-10",con0<a<10yn € Z,
decimos que ella esta descrita en notacion cientifica.

Por ejemplo la distancia de la Tierra a la Luna es, aproximadamente, 353 680 000 m
y en notacidn cientifica seria: 3,5368-10% m

La velocidad de la luz es aproximadamente de 3-10% m/s, por esta razon, la luz de
la Luna a la Tierra se demora:

3,5368-10° o 35368
3-10° 3

s=1,17s

es decir, la luz que nos llega de la Luna lo hace con un poco mas de un segundo de
atraso. Para tener una idea de lo rapida que es la luz, realicemos el siguiente ejerci-
cio imaginario: supongamos que existe un puente de la Tierra a la Luna y nos vamos
en un automovil a 100 km/h, nos demorariamos 3 536,8 horas en hacer el trayecto,
es decir, algo asi como 4 meses y tres semanas. ;A la luz le toma un segundo lo
que a nosotros nos toma mas de un semestre académico!

@ctividades

Unidad

El concepto de cerca-
no o lejano es relativo.
Lo mismo que el de
pequerio o grande.Por
ejemplo, si dos atomos
de Hidrégeno estan
a un metro de distan-
cia, la interaccién entre
ellos es esencialmente
nula,pero ;teimaginas
que pasaria si el Sol es-
tuviese a esa distancia
de laTierra?

La notacion en po-
tencias tampoco diria
nada respecto de si se
trata de tamanos pe-
quefos o grandes. Si
no se mencionaran las
unidades, por ejemplo,
103 no es grande ni
pequeno si no se di-
cen las unidades. Asi si
estamos hablando de
megametros 1073 se-
ria un kilémetro, que
a escala humana es
grande.

1. Silaluz se demora aproximadamente 8 sequndos en llegar del Sol a la Tierra, ¢cudl es la distancia de la

Tierra al Sol?

2. ;Cuantos centimetros cubicos tiene un metro cubico?

3. Una cuenta de correo electronico tiene 2,678 gigabytes de capacidad y hasta ahora, con 851 correos en
la cuenta, tiene ocupados 344 megabytes. En promedio, ;cuantos otros correos se pueden recibir en esa

cuenta?
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informacion en los medios

SIDA

Segun el informe realizado por la Organizacién Mun-
dial de la Salud y publicado en diciembre de 2004, has-
ta ese afno habia alrededor de 4-107 personas infecta-
das con el virus del SIDA.

El continente africano es el mas afectado, ya que 26
millones de habitantes de ese continente han contrai-
do la enfermedad.

América Latinay el Caribe tienen alrededor de 1,8-10°
infectados. En cambio, en Europa Central y Occidental
s6lo 610 000 habitantes tienen el VIH.

La cobertura de tratamiento del SIDA en Africa Sub-
sahariana es casi nula, por lo que se espera que en los
proximos 2 ailos mueran entre 5y 6 millones de perso-
nas debido a la enfermedad en esas regiones.

Para entender lo terrible que es la epidemia del SIDA en Africa,

es necesario saber qué fraccion del total de infectados pertenece a ese continente. Segun los datos entre-
gados por la OMS existen: 4-107 personas infectadas de SIDA, esto significa que 40 000 000 de habitantes
del planeta padecen esta terrible enfermedad, de los cuales, 26 millones son africanos, esto es, utilizando
notacion cientifica: 2,6-107 habitantes africanos sufren de esta enfermedad, es decir:

26-107 26 13 65

4.100 4 20 100

es la parte de africanos que tiene SIDA respecto del total mundial de enfermos. Por tanto, de cada 20 enfermos
de SIDA 13 son africanos, o lo que es lo mismo 65 de cada 100 pacientes de esa enfermedad son africanos.

Fuente: http://data.unaids.org/pub/Report/2008/chile_2008_country_progress_report_sp_es.pdf

aliquemos
1.

Averigua con tus compafieros, cuantos enfermos de SIDA hay en Chile.

La pagina www.vihsida.cl les puede servir o también www.minsal.cl

i Qué parte de los enfermos de SIDA latinoamericanos y caribefios son chilenos?
Y respecto al contexto mundial ¢ cudntos enfermos de SIDA son chilenos?
Relnan sus averiguaciones y discUtanlas en clase con el profesor.

2. ;Qué parte del total de enfermos de SIDA representan los enfermos del centro y occidente de
Europa?

3. Eltratamiento del SIDA cuesta 5 000 doélares por enfermo al afio si se realiza con medicamentos de mar-
ca y 800 ddlares si se realiza con tratamientos genéricos. Si se tratara a toda la poblacién africana
contagiada con medicamentos genéricos en vez de medicamentos de marca, ¢cuanto dinero se aho-
rraria? Responda en pesos chilenos utilizando notacién cientifica.



aplicando lo aprendid

En el ano 2003 en nuestro pais se generd una
cantidad de 5 990 064 toneladas de basura, ¢a
cuantos kilogramos corresponde esta cantidad?
Escribe en tu cuaderno el resultado, en notacion
cientifica.

La masa del planeta Marte es:

641 900 000 000 000 000 000 000 kg.
Decide qué parte de la masa de Marte represen-
ta la masa de la Tierra que es 5,9736 x 10?4 kg .
Expresa tu respuesta en notacion cientifica.

El dioxido de carbono emitido en el mun-
do, como producto del uso de combustible,
gueda atrapado en la atmosfera causando el
efecto de invernadero que se manifiesta en el
calentamiento global de la Tierra. La cantidad
anual de gas que se emite en el mundo es de
5 500 toneladas. Escribe esta cantidad de gas
en kilogramos utilizando notacién cientifica.

En el continente europeo sus habitantes gas-
tan anualmente 50 mil millones de doélares en
el consumo de cigarrillos anualmente. Expre-
sa esa cantidad en pesos utilizando notacién
cientifica.

Calcula las siguientes operaciones utilizando
notacién cientifica:

a) 0,0000082-0,0003
b) 9.10°-5.10"°

1,8-10%.2.10'°

)
3.10™

0,000027-300 000

d)
0,009-0,3

(6]

(8]

Unidad

Una gota de agua contiene a lo menos 1 000
trillones de 4&tomos. Considerando que diez go-
tas equivalen a 0,5 mL y una taza tiene una ca-
pacidad de 200 mL, ¢cuantos atomos contiene
una taza de agua?

El aire presiona sobre cada centimetro cuadra-
do de superficie terrestre con la fuerza de un
kilogramo aproximadamente, es decir, el peso
de una columna de aire que se apoya en 1 cm?
es igual a presionar ese centimetro cuadrado
con una masa de 1 kg. Podrfamos decir que la
capa atmosférica de la Tierra se forma del con-
junto de estas columnas de aire, que son tan-
tas como centimetros cuadrados que forman
la superficie de nuestro planeta que es de 510
millones de kilémetros cuadrados. De acuerdo
con estos datos responde:

a) ;Cuantas toneladas pesa el aire?

b) Una aproximacién de la masa de la Tierra es
6-10%4 kg. ;Qué parte es la masa atmosfé-
rica de la masa terrestre?

En cada caso, ¢cudl es la minima potencia de
10, por la cual es necesario multiplicar al nu-
mero decimal para que resulte un nimero en-
tero?

a) 32,4456
b) 0,005903
c) 5,6008
d) 0,0006506

Calcula los siguientes cuocientes:
3356
3,356

b) 542 308
54,2308

q 2807

2,807

a)
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Numeros racionales v/s numeros irracionales

En la Educacion Basica estudiaste varios tipos de nimeros, por ejemplo, conociste
los numeros naturales (N). El 1 es un niimero natural, el sucesor del 1 es 2, que
es un numero natural y el sucesor del 2 es 3, que también es un numero natural;
entonces, podrias concluir que cada vez que tenemos un nimero natural su sucesor
también es un nimero natural.

0 importante Conociste también los nimeros enteros (Z). Cada nimero entero es un numero
natural o es el cero o es el opuesto de un numero natural. Por ejemplo, —3 es un
Sinesunnumero entero,  numero entero que no es un numero natural.
entonces lo podemos
escribir como :
b 1
n= 1 con a 'y b nimeros enteros y ademas b no es cero. Por ejemplo: 5 es una fraccion.

es decir,todo niumero

entero es un numero , . . , .
racional. Un numero racional es cualquier nimero que se puede escribir

como el cuociente de dos nimeros enteros de denominador no nulo.

.y . . , . 4 a
También conociste las fracciones de niumeros enteros, es decir, numeros de la forma 5

. . . 1
Por ejemplo, 0,5 es un nimero racional, ya que es igual a 5

, , . o 5
El nimero 1 es un numero racional, porque lo podemos escribir como 5 que es el
cuociente de numeros enteros de denominador no nulo.

Recordemos que una fraccion conserva su valor si se amplifica o simplifica por un

. 1 . 3 .
numero entero; por ejemplo, 5 amplificada por 3 resulta N es decir,

1 3

2 6
Entonces un nimero racional no tiene una escritura inica como fraccion; de hecho,
existen infinitas formas de escribir un nimero racional como fraccion. Por ejemplo,

para cada entero n # 0, el nimero racional 0 se puede escribir como —.

n
@ctividades
1. Escribe cada uno de los nimeros siguientes como fraccion en dos formas distintas:
a) %2 b) 0,3 003
2. Escribe cada par de nUmeros como fracciones con el mismo denominador y luego compara estos nimeros.
a) 7 4 EyE 9 1 3
8’5 27729 3770



Suma y productos de numeros racionales

Si tenemos dos numeros racionales, los podemos sumar y multiplicar, y el resultado
sigue siendo un numero racional; por ejemplo:

7 -5
J— + —_—
8 6
se puede calcular encontrando dos fracciones iguales a las de arriba, pero con el

mismo denominador, esto es; por ejemplo:

21 20 1

_ =
24 24 24

.a ¢ , . . .
En general si 5 y 7 son dos numeros racionales, siempre se pueden amplificar de

forma tal de obtener dos nimeros racionales iguales a los de arriba, pero escritos
como fracciones del mismo denominador, por ejemplo:

a-d b-c
bd’ bd

S
S

entonces la suma ahora resulta:
a ¢ _ad bc ad+b-c
b d b-d b-d b-d
Como q, b, ¢ y d son numeros enteros, el numerador es un nimero entero, y como

by d son no nulos, se tiene que bd es un entero no nulo; por lo tanto, tenemos que
la suma de numeros racionales es un niimero racional.

De modo similar puedes demostrar que el producto de nimeros racionales es un
numero racional.

ectividades

1. Considera los nimeros racionales % y %

a) Ubica los nimeros en la recta numérica.
b) Encuentra el punto medio M entre esos nimeros. ¢ Es un nimero racional?

Unidad

0 importante

La suma y producto de
numeros racionales es un
numero racional.

0 importante

Si —y <
b” d
son numeros racionales,
el producto se define por
a-c
b-d
Como ay ¢ son numeros
enteros se tiene que el
numerador del produc-
to es entero,y como b y
d son no nulos se tiene
que bd es no nulo, por
lo tanto, el producto de
numeros racionales es un
numero racional.

c) Encuentra el punto medio entre % y My el punto medio entre M y % . ¢Son esos puntos numeros

racionales?

2. ;Escierto que el punto medio entre dos numeros racionales es un nuevo numero racional?

3. (Es cierto que entre dos numeros racionales siempre hay un nimero racional?
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o recuerda

Entre dos nimeros racio-
nales hay infinitos nime-
ros racionales.

, ) a c , )
Tomemos dos numeros racionales r = 5 y §= ¥ supongamos que 7 estd a la iz-

quierda de s cuando se ubican en la recta numérica:

y N
v

Notamos que el punto medio es:

a ¢ a-d+b-c
r+s_Z+2_ b-d _ad+b-c
2 2 2 2b-d

VN
v

el cual es también un numero racional, por lo tanto:

Entre dos nimeros racionales siempre hay un nimero racional.

Si se repite este proceso, es decir, encontrar un racional entre medio de dos niime-
ros racionales, pero ahora considerando los puntos 7, s y el punto medio, entonces
tendremos tres racionales entre los puntos 7y s.

PRl | | |
Al | | |

r S

A 4

Ahora el punto medio para cada par de los puntos antes encontrados tendremos 7
racionales entre los puntos iniciales (7 y s), y asi podremos construir tantos racio-
nales entremedio como queramos.

v

Es decir, si se itera este proceso de partir por la mitad cada tramo, notamos que
entre dos nimeros racionales hay infinitos nimeros racionales.



Un nuimero no racional
Consideremos un cuadrado de lado 1.

La diagonal del cuadrado divide al cuadrado en dos triangulos rectangulos; si utili-
zamos el Teorema de Pitagoras para calcular la medida de la diagonal resulta que:

d*=1+1"=2

entonces d es un nimero positivo cuyo cuadrado es 2.

Supongamos que ese numero fuese racional, entonces se puede escribir de la forma
a . . , .,
d=— con ay b enteros positivos. Podemos asumir ademas, que esta fraccion no

se puede simplificar, por lo tanto, si uno de ellos es par, el otro es impar.

Como d” =2 se tiene que:

2
2_4 _
d° = re 2
de donde se deduce que:
a’=2-b*

lo que quiere decir que a es par porque es el doble deb”, pero como a’es par,
necesariamente a también lo es. De esto se deduce que a es el doble de un nimero
entero k, estoes, a=2-k .

Reemplazando en a” = 2-b” se tiene:

4.k*=2-b"
y dividiendo por 2 se tiene:

por lo tanto, b* es par y como dijimos antes, esto implica que b es par. Entonces,
tanto ¢ como b son pares, lo cual no puede ser, pues asumimos que la fraccion no
se puede simplificar y que no pueden ser ambos pares, lo que genera una contra-
diccion.

Resumiendo, si suponemos que d es racional llegamos a algo imposible, por lo
tanto, suponer que d es racional es un error. Lo correcto es:

La medida de la diagonal del cuadrado de lado 1 no es racional.

actividades

1. Explica por qué la medida de la diagonal de un cuadrado de lado 2 no es racional.

Unidad

@

La idea de la demostracion
que no existe un numero
racional que su cuadrado
sea 2, esta basada en el he-
cho que algo falso no pue-
de resultar de algo verda-
dero. Es decir, si se supone
algo y luego de pasos “l6-
gicos” resulta algo eviden-
temente falso, quiere decir
que el supuesto primero es
falso. En nuestro caso su-
pusimos que un racional,
escrito en su forma mas
reducida, al cuadrado, es 2,
y resulté que no estaba en
su forma reducida, lo cual
es claramente falso, por lo
tanto, la primera suposi-
cion es falsa.

2. Explica por qué la medida de la diagonal de un cuadrado de lado entero no es racional.

3.* Siay b no son racionales, ipuede serlo ab?, ;puede serlo a + b?
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()

En general si a<O0, se tie-

ne que \/a_zz—a

(n)

¢Puedes tu explicar por-
qué si 0 < x <y se tiene
que x*< y2?

;Qué relacidn tiene esto
con el encajonamiento

de\/E?

Es falso que Ja=+2
Recuerda que la raiz es
siempre un numero no
negativo.

@ctividades

Al niimero que es la medida de la diagonal del cuadrado de lado 1 se le llama la
raiz cuadrada de 2, o simplemente la raiz de 2, se anota V2 y es el unico nimero
positivo cuyo cuadrado es 2. En este lenguaje, lo que se hizo antes fue demostrar

que 2 no es un numero racional.

A los niimeros que estan en la recta numérica, que no son racio-
nales se les llama nimeros irracionales.

En general, si tenemos un nimero no negativo «, la raiz de a es el Unico nimero

4 2
positivo o cero que al calcularle su cuadrado resulta a. Por ejemplo \/; = 3 pues

2 , . 4
3 es un numero positivo tal que su cuadrado es S

Tu puedes verificar que Ji=1 Jo=0 Ja=2 J9=3

En general, si a no es negativo, se tiene que \/cT2 = a. Pero es muy importante tener
claro que la igualdad anterior es cierta s6lo para valores no negativos. De hecho, es
falso para los valores negativos, por ejemplo si a=—1, se tiene que a° =1, y por
lo tanto,

\/072:\/1:1;&61

Si tomamos un niumero mayor o igual a 2, se tiene que el cuadrado de ese nimero
es mayor que 4, por lo tanto, V2 <2.Como 17 =1 se tiene que 1< J2<2.

2
3
Ahora bien, como 2—2 = 1 >2  setiene que 1< V2 < 5

2
25 32
8_25 _32_,

Como —=—<—=
4= 16 16

. 5 3
se tiene que — < \/E <—
4 2
Tomando siempre el punto medio de los extremos de las desigualdades, podemos
encajonar J2mediante niimeros racionales de forma tal, que cada vez obtendremos
una mejor aproximacion de V2.

1. Explica por qué J2+1 es un nimero irracional.

2. Ordena los siguientes numeros, de menor a mayor.
1
1,2, o,ﬁ,ﬁ,ﬁ,ﬁ—ﬁ,@

3. (Cuales de los numeros de arriba son racionales? Explica tu respuesta.



Notacion decimal de los numeros racionales

Cuando dividimos dos niimeros enteros, por ejemplo 5 :7 , aparecen nimeros ente-
ros en el cuociente y nimeros enteros en el resto. En el ejemplo, 5:7, los numeros
que aparecen en el resto son 5, 1, 3,2, 6,4 y 5. Como el resto es 5 al final y coincide
con el primer valor de la division, no es necesario seguir dividiendo, ya que se re-
pite el ciclo 714285 en el cuociente. Es decir, basté que en un momento apareciera
un resto repetido para que el ciclo comenzara de nuevo.

5:7=0,714285714285714285714285714285714285714285... = 0,714285

Esto ocurre en cualquier division de enteros positivos: al dividirnenm , (n:m ), los
posibles valores para el restoson 0, 1,2, 3,4, ..., m—1, que son los valores meno-
res que m y no negativos. Si en algtn paso de la division el resto es cero, la division
se acaba y se obtiene un decimal finito, pero si no, necesariamente se debera repetir
un valor del resto. Cuando eso ocurre se comienza a repetir el ciclo y se obtiene un
numero decimal periddico. En el caso en que uno de los enteros n o m sea negativo
ocurre exactamente lo mismo.

Todo niimero racional se puede escribir como un decimal finito
o como uno infinito en el cual se repite un periodo.

El resultado reciproco es cierto, es decir, “si un nimero se escribe como decimal fini-
to o periodico, entonces ese numero es racional”. De hecho, existe un regla que trans-
forma un nimero decimal en fraccioén, que analizaremos en el siguiente apartado.

Dado cualquier numero en la recta, este tiene su notacion decimal, que puede ser fini-
ta, perioddica o no periddica. En los dos primeros casos el nimero es racional y en el
ultimo es irracional. En todos los casos decimos que el numero es un niumero real.

@:tividades

1. Transforma a fraccion los siguientes decimales:

a) 7,23 b) 14,28

2. Resuelve las operaciones:

(ﬁ) b) \/0,4+0,3

a) ——+0,15
5
3.* /Es cierto que existen infinitos nimeros irracionales?

€) 25,92461

4.* ;Es el cuadrado de un ndmero irracional un nimero irracional?

5.* Si el cuadrado de un numero es irracional, ¢es cierto que el nimero es irra-
cional?

1+\/§

6.* ;Es un ndmero irracional? Explicalo.

Unidad

5:7=0,714285
50
10
30
20
60
40
5

RICHARD DEDEKIND
(1831-1916)

Matematico aleman.

Trabajo en ecuaciones
diferenciales, teoria
algebraica de numeros
y en otras areas de las
matematicas. Fue uno
de los matematicos que
se pregunto, ;qué es un
numero? y que trato de
responder, tal como lo
hicieron Peano y Fregue,
en forma axiomatica. A
él se le debe una de las
mas conocidas defini-
ciones, la denominada
“Cortaduras de Dede-
kind”, donde caracteriza
cada numero real como
una coleccion de nume-
ros racionales.
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aplicando lo aprendido

Expresa los siguientes nimeros racionales en
notacion decimal.

a)

b)

[~ WIN Nw

[9)

| N
w N

d)

= 1
N o

e)

N
w Ul

f)

—n s
o w |
=

9)

o O
- O

h)

o

n 5
i) =2
) -6

s 235
) 990

k) 23>
999

n O
)99

Considera el numero racional
_ 1

~ 10 000 000 000
recta real que parte en 0 y termina en 1, en
pequefios intervalos de largo e, es decir la pri-
mera marca la haces en ¢, la segunda en 2, la
tercera en 3g, y asf sucesivamente en marcas
del mismo tamafio hasta llegar a 1.

3 . Si divides el tramo de

a) ¢Cuantas marcas tendrias que hacer?

b) Si la unidad de medida es el didametro te-
rrestre, es decir, si el 0 lo ponemos en al-
guna parte de la Tierra y el 1 lo ponemos
en el extremo opuesto de la Tierra, ;cuan-
to separaria a dos marcas consecutivas? (El
didmetro terrestre es aproximadamente de
12,740 km).

¢) ;Cuantos numeros racionales hay entre 0 y
€?

Si x es un numero real que no es ente-
ro, entonces existe un entero n tal que
n<x<n+ 1. Al entero n se le llama la parte
entera de x y se anota [x] = n, por ejemplo,
[1/21=0,[-1,3]1=-2,[/2]= 1. Six es un en-
tero la parte entera de x es el mismo x, es decir,
[X] =xsiysolosix € Z.

a) Calcula:



b) Si x es un numero real cualquiera, ¢cuanto
es [[x]] - [x]?

¢) Si x es un numero real cualquiera, icual es
el maximo valor que puede tomar x — [x]?

d) Si x es un numero real cualquiera, cual es
el minimo valor que puede tomar x — [x]?

e) ;Es cierto que [x + y] = [x] + [y]?

f) Sixes un numero real cualquiera y n es en-
tero, ¢es cierto que [n + x] = n + [x].

Sixesunnumeroreal, entonces[x] =x <[x]+1,
por lo tanto [x] + 1 es un numero entero ma-
yor que X. Es decir, dado un numero real fijo,
siempre existe un nimero entero que es mayor
gue él. Use esta propiedad para responder las
siguientes preguntas:

a) Si ¢ es positivo, entonces también lo es 1.
€

Muestra que existe un niumero natural ma-

1
or que —.
yor g e

b) Si ¢ es positivo, demuestra que existe un nu-
mero natural N tal que %< €.

¢) Considera el conjunto A de todos los inver-
sos multiplicativos de numeros naturales.
Muestra que no existe ningun numero po-

sitivo que sea menor que todos los elemen-
tos de A.

Si X <y con x racional e y irracional.

a) Muestra que existe un numero natural N,

que es mayor que S

b) Si k es natural y N es el natural destacado

del literal anterior, muestra que X+
N+k

es racional.

c) Sik es natural y N es el natural destacado
del literal anterior, muestra que

X <X+

N+k<y'

Unidad

d) Muestra que existen infinitos numeros ra-
cionales entre x e y.

Si x <y con x irracional e y irracional.

a) Siy — x = 1, muestra que existe un entero
entrexey.

b) SiO <y - x< 1, muestra que existe un nu-
mero natural N tal que Ny — Nx > 1.

€) Muestra que existe un numero M entre Nx
y Ny.

d) Muestra que M es un numero racional en-
trexey.

Demuestra que entre dos nimeros reales siem-
pre existe un numero racional entre ellos. Esta
propiedad se llama densidad de @ sobre R.

Demuestra que si x e y son numeros positivos,
entonces existe un numero natural N tal que
Nx >y

Considera el conjunto

1
A= {2_" ne N
Demuestra que no existe ningdn ndmero po-
sitivo, que sea menor a todos los elementos

de A.
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Si un numero tiene tres
cifras decimales, basta
multiplicarlo por 103 para
que el resultado sea en-
tero, pero no es la Unica
potencia de 10 que hace
esa gracia, de hecho cual-
quier potencia de 10, di-
gamos 10", con n = 3 al
multiplicar un nimero de
tres cifras decimales, re-

sulta un nimero entero.

{Puedes generalizar este
resultado?

Transformacion de notacion decimal a fraccionaria

Si consideramos cualquier nimero decimal finito, este se puede multiplicar por una
potencia de 10 y obtener un numero entero. Por ejemplo,

43,567 - 10° =43 567

En el caso de arriba también se puede multiplicar por 10* y todavia obtener un nu-
mero entero, en este caso se obtendria 435 670, pero si multiplicamos por una po-
tencia de 10 menor que 103, no obtendremos un nimero entero. En este caso el 3 es
el exponente minimo de una potencia del0 que permite obtener un nimero entero
al multiplicar 43,567, que coincide con la cantidad de decimales de 43,567.

Ahora bien, si multiplicamos un nimero cualquiera por 1 obtenemos el mismo
numero, por lo tanto:

3
43,567 = 43,567 + 1= 43,567 - 10 - 43567
10 10
Lo que muestra que 43,567 es el cuociente de dos nimeros enteros de denomi-
nador no nulo, por lo tanto es un numero racional. Mas generalmente, si tenemos
un nimero decimal finito, x y digamos que tiene n decimales, entonces x se puede
escribir como
x=m+0,aaa,.a,

donde m es un niumero entero.

Si 0,a,a,a,... a, es un numero racional y como m es un nimero racional y como la
suma de dos racionales es un numero racional, entonces x también seria un nimero
racional.

Como 0, a,a,a,... a, - 10" = a,a,a,... a, € 7 se tiene que:
10" _ 99854,
10" 10"

Por lo tanto x es un numero racional. Por lo tanto

e

0,a,a,a...a,=0,a,a,a,...a

Todo decimal finito es un nimero racional.

Ademas la demostracion de arriba, muestra un método que permita encontrar
una forma fraccionaria del decimal finito. Para transformar un numero decimal
finito a fraccidn, basta amplificar el nimero por la potencia de 10 que tiene por
exponente la cantidad de decimales del nimero.

Por ejemplo, 456,87 tiene dos decimales, entonces basta amplificar por 10> = 100
para obtener su forma fraccionaria:

456,87 = 456,87 - 100 _ 45 687
100 100




Unidad

Si el numero decimal no es finito, entones es infinito. Si hay un periodo que se
repite infinitamente distinguiremos dos casos. El primero es cuando el periodo co-
mienza inmediatamente después de la coma. En este caso diremos que el numero es
periodico. Por ejemplo, 3,87, si multiplicamos ese ntimero por 107 resulta:

3,878787878787... - 10*>=387,878787878787...

Ahora bien, si hacemos la resta entre el nimero anterior y 3,878787878787... se
anulan todos los decimales, pues ambos niimeros tienen exactamente los mismos
decimales, es decir

387 , 8787878787...
- 3 , 8787878787...

384 , 0000000000...

Es decir, o o
3,87-10% 3,87 =384

— — —

Pero 100 veces 3,87 menos una vez 3,87 es lo mismo que 99 veces 3,87 es decir

355 .99 =384 L? propiedad distributiva
. dice que
Es decir, (b—c)a=ba-ca.

Por lo tanto, si .
b=100y c=1ya=3,87,
99 entonces
(100-1)3,87=
100x% 3,87 —1x3,87

ectividades

Multiplica 34,567 por 103
Haz la resta del resultado anterior con 34,@. ¢ Es cierto que es un nimero entero?
Explica por que 34,@ x 103 — 34,@ = 34,@ - 999

Muestra que 34,567 = 34 533
999

Transforma de decimal a fraccion:
a) 43,54

b) 393,101

<) 45,772

L L
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()

La clasificacién en “pe-
riédico”y“semiperiédico”
no es muy afortunada,
pues hay numeros que
se pueden escribir como
periédicos y como semi-
periédicos. Es més, todo
periédico se puede escri-
bir como semiperiédico,
por ejemplo:

2,34=2,343

@

Notemos que
10'-1=9

102-1=99
10°—1=999

iSerd cierto que para
cada n € N se cumpla
que 10" -1 esunnumero

entero de n cifras todas
iguales a 9?7

actividades

Como hemos visto si un nimero a que es decimal periddico cuyo periodo tiene n
digitos, es multiplicado por 10” se obtiene un niimero decimal, que tiene exacta-
mente la misma parte decimal que el anterior. Por lo tanto, si restamos a x 10" — a
las partes decimales se cancelan y se obtiene un nimero entero. Pero

ax10"—a=a(10"-1)EZ

Denotemos por k el nimero entero que resulta de multiplicar @ por 10" —1,
es decir

a(10" —1) =k

Como 10" —1 es también un numero entero se tiene que =a esun cuociente

de nameros enteros. Es decir: 107-1
k
10" -1

=aeQ

Por ejemplo, para el numero periddico 45,6?3 el valor de k=4 5678—45 =45 633
y 103 =1 =999 por lo tanto

45,67_8 _ 45633
999

El segundo caso es cuando el numero tiene un periodo, pero este no comienza
inmediatamente después de la coma, es decir hay digitos que separan la coma del
periodo, por ejemplo 4,567, a estos se les llama semiperiodicos. La idea es mul-
tiplicar por potencias de 10 a este numero de dos maneras distintas, de tal forma
que resulten dos nimeros de la misma parte decimal, y asi restar y obtener un
numero entero.

1. Multiplica 4,567 por 103.

2. Encuentra una potencia de 10 que al multiplicarse con 4,567 resulte un nimero con la misma parte deci-
mal que el resultado en el item anterior.

3. Muestra que la resta de los productos que resultan de 1) y 2) es un nimero entero.

4. Considera un numero real x y dos nimeros enteros m y n, de tal suerte que la resta de mx con nx es un
numero entero no nulo, ¢es cierto que x es racional?

5. Considera un nimero real x y dos numeros racionales m y n, de tal suerte que la resta de mx con nx es
un numero racional no nulo, ¢es cierto que x es racional?



De la pagina anterior podemos obtener que:
4,567 - 10° = 4 567,67676767...
4,567 - 10 = 45,67676767...

Ambos numeros tienen la misma parte decimal, por lo tanto la resta resulta un na-
mero entero. De hecho la resta es 4 567 — 45 =4 522, es decir:

4,567 - 10% — 4,567 - 10 =4 522

Pero mil veces 4,56_7 menos diez veces 4,56_7 es lo mismo que 990 veces 4,56_7, es
decir:

4,567 -990 = 4,567 - 10° — 4,567 - 10 =4 522
Es decir,
4,567 - 990 = 4 522

Por lo tanto

4522

4,567 = 990

Por lo tanto 4,56_7 €s un numero racional.

El método anterior permite desarrollar una manera general de transformar un nu-
mero decimal semiperiodico a decimal. Para describirlo, llamaremos a los numeros
que estan entre la coma y el periodo, como anteperiodo, en el caso de 4,567 el ante-
periodo tiene un solo digito y es 5. Entonces, si un nimero decimal semiperiodico
a tiene n digitos en el periodo y m digitos en el anteperiodo, entonces a - 10" y
a - 10" son niimeros decimales periodicos que tienen la misma parte decimal.
Por lo tanto, su resta es un nimero entero. Llamemos a ese entero %, en simbolos:

a- 10" —g10"=ke”Z

Peroa - 10" — g+ 10" =a(10" — 10™) y como 10" — 10" es un numero entero
se tiene que:

N S
10n+m_10m

@ctividades

e Muestra que10?*+ M — 10M es un NUMero compuesto pPor N nueves y m Ceros.
Por ejemplo 103 *2 = 102 = 99 900.

Unidad

@

Por propiedad de las po-
tencias sabemos que
10™™=10"- 10™

y por la propiedad dis-
tributiva sabemos que
10"+ 10™-10™ =

(10" -1)10™

y si recordamos una ob-
servacion anterior, po-
demos decir que 10" — 1
es un numero de n cifras
donde todas son iguales
ao.

Entonces, ;qué puedes
decir de (10" — 1)10™?
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aplicando lo aprendido

Un numero decimal cuyos primeros 30 decima-
les son todos iguales a 4, ;es cierto que es un
numero decimal periodico?

Si un numero entero es dividido por 11y re-
sulta un decimal periédico (o semiperiddico),
explica por qué el largo del periodo no puede
ser mas grande que 11.

Calcula 34,56856 - 10° - 34,56856 -102.

a) (El resultado es un numero entero?
b) Divide el resultado de a) por 99 900.

c) Escribe 34,562% como fraccion.

¢Hay numeros decimales periddicos que se
pueden escribir como decimales finitos?

¢Hay nimeros decimales semiperiédicos que se
pueden escribir como decimales finitos?

¢Cuantos numeros racionales hay entre % y

0,49?

Escribe los siguientes numeros racionales como
fraccién de nimeros enteros.

a) 4,567

b) 6,789

c) -0,071
d) 09

e) 0,102308
f) 40,06340
g) 67,503272
h) 1,345

(8]

Resuelve las siguientes operaciones, escribe tu
resultado como una fraccién:

3 _
a) 2 +0,45
)5+

b) 4,56 + 4,56

o =32.045
990

d) 0,99:4,5

e) 1 +0,324
990

f) 6,78 - 3,698

g) 0,12 + 0,88

h) g+ 0,4285715

Si al dividir el nUmero natural m entre 3 resulta
un numero decimal finito, ;es cierto que m es
un multiplo de 3?

Consideremos un ntimero natural n el cual lo
dividimos por 7 y supongamos que el cuocien-
te es un decimal finito.

a) Demuestra que existe ke N tal que
es un numero entero.

10"n
7

b) Demuestra que n es un multiplo de 7.
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m un poco de historia )

LOS NUMEROS IRRACIONALES

Un numero real muy conocido es = que es el cuociente constante entre el perimetro

de una circunferencia y su diametro. Esta relacion proporcional entre el diametro y

el perimetro de la circunferencia era conocida desde la antigiiedad por los pueblos d
egipcio, babilonio, chino, sumerio y hebreo, entre otros. Ademas, todos ellos tenfan
estimaciones de 7; por ejemplo, en el papiro de Rhind, que data del afio 1800 antes

de nuestra era, se lee:

el area de un circulo es como la de un cuadrado cuyo lado es igual al diametro

del circulo disminuido en g .

lo que en el fondo dice es que los egipcios aproximaban w como % =~ 3,16049.
En la Biblia, en el Libro de los Reyes, se lee:
Hizo fundir, asimismo, un mar de diez codos de un lado al otro, perfectamente

redondo; su altura era de cinco codos, y lo ceiia alrededor un cordon de treinta Encajonamiento.
codos.

Si se lee con atencion, se puede deducir que el pueblo hebreo consideraba a # como
3, de nuevo un numero racional. En la antigua China se aproximaba 7 por 3,1724. En

Babilonia por =2 31.

; siempre nUmeros racionales.

Sin embargo, fue Arquimedes (287-212, a de C) quien describié un método para
calcular el area de la circunferencia, y de paso, aproximar 7. El método consiste en
encajonar el area del circulo con poligonos inscritos y circunscritos a la circunferencia.

Arquimedes logré decir que 7 esta entre 3Ey 31

ADRIEN-MARIE

Lo sorprendente es que recién en 1770 el ma- LEGENDRE
tematico aleman de origen francés, Johann (1752-1833)
Heinrich Lambert (1728-1777), demostré que

7 es irracional, es decir, ja la humanidad le Matematico y fisico
llevo miles de afos demostrar que 7 no francés.

es una fraccion! Esto muestra que, en ge-
neral, es muy dificil determinar si un nimero

real es o no irracional. El nimero \/E es irra-

A él se le deben grandes
avances en matematica,

cional, pero su cuadrado no lo es, lo mismo se geometria, calculo, teo-
pregunto respecto de 7, jserd su cuadrado ria de mimeros, funcio-
racional? Fue el matemaético francés Andrie nes elipticas, entre otras
Marie Legendre (1752-1833) quien en 1794 dreas que le deben a Le-
demostré que z* no es racional. gendre grandes resulta-

dos. Legendre demostro
en 1794 la irracionali-
dad de ©’
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CARL LOUIS
FERDINAND VON
LINDEMANN
(1752-1839)

Matematico alemdn.

Realizo su tesis bajo la
direccion de Klein sobre
geometria no euclideana.
Es famoso gracias a que
fue el primero en demos-
trar que cualquier combi-
nacion entera de poten-
cias de m no es racional
¥ con esto, responde sa-
tisfactoriamente al pro-
blema de la cuadratura
del circulo, esto es, no se
puede construir con regla
v compas un cuadrado de
drea igual a la del circulo
de radio 1.

@ctividades

o5

cion que segun los griegos debfan tener las cosas bellas. Decian que un trazo esta

. N 1
El numero irracional ¢ =

se conoce como seccion aurea y nace de la propor-

dividido en proporcion aurea si el trazo total es al trazo mayor como el mayor es al

pequeno. : I
| 1

A P B

AB_ AP
AP PB

En una persona bella, decian los griegos, los ojos en el rostro
estan en proporciéon alrea. Hoy todas las tarjetas, carnés,
etc. cumplen con esta proporcion.

Ese numero aureo es irracional, como dijimos, pero ademas,
cualquier potencia de él sigue siendo irracional, aunque
9> —¢ esracional.

Se pregunté lo mismo para 7, ;existe una combinaciéon en-
tera de potencias de 7 que sea racional? La respuesta es no
y la dié el matematico aleman Ferdinand Lindemann (1852-
1939) en 1882, hace aproximadamente 124 afos. Esto con-
firma que estudiar la irracionalidad de los nimeros es un
problema muy serio.

A continuacion tenemos & aproximado a 50 decimales.

m=3,14159265358979323846264338327950288419716939937510

1. (Es m+1 racional? Explica tu respuesta.

2. Encuentra el inverso multiplicativo de ¢ .

3. Investiga cuantos decimales de 7 puede encontrar un computador moderno y cuanto demora en hacer-
lo. ¢Cuanta certeza aseguran los programadores computacionales de la justeza de los decimales de 7?

ol

Demuestra que si el cuadrado de un nimero entero es multiplo de 5, entonces el nimero es multiplo de 5.

5. Usa el ejercicio anterior para demostrar que ¢ es irracional.

6. Demuestra que ¢? —¢ es racional.

7. Si a=+/2—1. Encuentra una combinacién entera de potencias de a que sea racional.

8. Explica cdmo se deduce del papiro de Rhind que los egipcios aproximaban 7 como %.
9. Explica como del relato del Libro de los Reyes se desprende que el pueblo hebreo aproximaba 7 por 3.



m aplicando lo aprendido

o

g N

Dados los siguientes pares de numeros deter-
mina 2 numeros racionales entre ellos:

a) 0,7y —
,y10

¢ 031y0,3

Ordena de manera creciente los siguientes nu-
meros reales:

3 3
-= ;=5 ;-03;-—
4 v 2

Resuelve las siguientes operaciones con nume-
ros racionales:

a) (6,2+3§):1i

3) 37
=
b)418
=
2
1% 1310
9757
4 2

Aplica el Teorema de Pitdgoras para encontrar
la medida que falta en los tridangulos siguientes
y decide si se trata de nUmeros irracionales o
racionales:

6cm

4cm

Unidad

9cm

Estima entre qué numeros enteros se encuen-
tran las siguientes raices cuadradas:

a) 17
b) o3
o) /700

La siguiente figura muestra el tablero de un au-
tomovil y la medida que marca la cantidad de
bencina que tiene el estanque:

»

a) ;Entre qué numeros racionales se encuentra
la medida que marca la cantidad de gasolina
en el estanque del auto?

b) Usa la respuesta del ejercicio anterior para
encontrar un par de racionales mas cercanos
a la medida de la aguja, sin olvidar que
ésta se encuentra entre medio de dichos
racionales.

€) Supongamos que el estanque del auto esta
lleno con 21 L de bencina. Si el estanque
contiene en el momento de leer el tablero
18,3 L, expresa la medida leida como
numero racional.
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aplicando lo aprendido

@ Considera el conjunto K de todos los nimeros

reales de la forma a.=a+b+v2 con a y b nu-
meros racionales.

a) Muestra que K contiene a todos los nime-
ros racionales.

b) Muestra que si b # 0, entonces a+b\/§ es
irracional.

€) Muestra que la suma de elementos de K es
también un elemento de K.

d) Muestra que el producto de elementos de K
es también un elemento de K.

e) Muestra que si a+bx/§ = c+d\/§, enton-
cesa=cyb=d.

f) Muestra quesia # 0 # b, entonces a’— 2b?
no es cero.

g) Muestra que sia # 0 # b, entonces

p=—2 4 b2 es tal que af = 1.

Cal-2b? a’-2b?

0 Si ry r' son nimeros irracionales y n es racio-
nal pero distinto de cero, entonces, ;cual de
los siguientes es en todos los casos un numero
irracional?

a)rn
b)r+r
c)rr

d) nr

(3]

(5]

(6]

Recuerda que [x] denota la parte entera de x.

a) Muestra que (=1)"es 1 cuando n es par y es
—1 cuando n es impar.

b) Muestra que [g] es k cuando n = 2k+1y

cuando n = 2k.

¢) Muestra que si n es natural, entonces (1)

n
— | es entero.
[2]

d) Muestra que para cada entero M, existe un

Unico natural n tal que M = (=1)" [g]

Los numeros naturales 2, 3 y 6 son tales que

%+%+% es un numero natural. ;Existe otro

trio de nimeros naturales distintos, a, b, c tales
1.1, 1

ue —+—+— sea natural?
g a b c

iPara cudles numeros naturales n el numero

167

racional > es natural?

Considera la suma de potencias de %

1,1 1 1 1 1 1 1 1
=—t—F—F—F—+—F+—+—+—
202 2 2% » 26 2 82

a) Muestra que %S es

Tt,1r. 1 1.1 1 1. 1 1

22 23 24 25 26 27 28 29 21 0
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1

1 1
b) Muest S—-S= —
) Muestra que > >

210

¢) Muestra que S= 1—2%

d) (Es cierto que la suma de las 100 primeras potencias de % esigual a 1—21%

e) (Es cierto que la suma de las primeras n potencias de % es menor que 17

f) Sidas un paso que mide medio metro, luego un paso de un cuarto de metro, luego un paso que
mide la mitad del anterior, luego un paso que mide la mitad del anterior, y asi sucesivamente cada
paso mide la mitad del anterior. ; Cuantos pasos tendras que dar de esta forma para haber avan-
zado un metro en total?

0 Cada lado de un triangulo equilatero de lado 1, se divide en tres partes iguales, en la parte central de
cada lado se construye otro tridngulo equildtero de lado % y la base es borrada, en el siguiente paso
cada trazo de largo % se divide en tres partes iguales y se forma un tridngulo equilatero y le borramos
la base y asi sucesivamente.

/NYRE RS

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

a) ;Cuanto mide el lado de la figura 4?
b) ;Cuantos lados tiene la figura que resulta del paso nimero 10?
) ;Cudl es el perimetro de la figura que resulta del paso nimero 15?

d) ;Cual es el area de la figura 3?
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Aproximaciones

En el colegio “César Vallejo”, de Hualafié, el primero medio estd a cargo de sem-
brar pasto en la cancha de futbolito, que es de tierra. Se le pide a Ramén que mida
las dimensiones de la cancha para comprar el pasto, y ¢l les dice que la cancha es
un rectangulo de 25 m de ancho y 60 m de largo.

El pasto lo venden a $2 550 el metro cuadrado (m?), por lo tanto, como la cancha
tiene una area de 1 500 m?, el costo seria $3 825 000. Sin embargo, cuando la

Si lo pintado de color es directiva del curso estaba haciendo la compra, el dependiente les sugirié comprar
el error que se cometio, un poco mas, ya que siempre se cometen errores en las mediciones. La directiva se
icudl es el area del cua- reunié y Millaray, la presidenta de la directiva, considerd que era razonable estimar

dradito rojo? . . , . .
) un error de 10 cm en las medidas lineales. Practicamente todos estuvieron de acuer-

do, s6lo unos pocos difirieron, pero aceptaron finalmente.

,Cuantos metros cuadrados era necesario aumentar a la compra inicial?
.,Cuanto dinero mas es necesario invertir?

Entonces, lo maximo que podran ser las dimensiones de la cancha, segtin la estima-
cion de Millaray, serian 60,1 m de largo y 25,1 m de ancho. De modo que el area
en este caso seria 1 508,51 m? es decir, 8 metros cuadrados y medio mas que el
calculo inicial. Esto se traduce en dinero a $21 700,5. Como en Chile no tenemos
centavos, es necesario agregar $21 701 para comprar el pasto considerando un mar-
gen de error en la medicion.

ectividades

1,7m

1. Supdn que Ramoén midié mal. La cancha mide realmente 25,1 m de anchoy 59,9 m
de largo, iel area real es distinta o igual que si la hubiésemos calculado con los datos
de Ramoén?, ;cuan diferente es?, ;nos hubiésemos pasado o nos hubiésemos que-
dado cortos?

2. Alos refrigeradores se les calcula su volumen en litros. Supén que un refrigerador tie-
ne una base cuadrada de un metro de lado y su altura es de 1,7 m. Si las mediciones
se hacen con un error de 1 cm, ;cual es el error que se comete en el volumen?

Si una tienda promociona el refrigerador diciendo que su capacidad es de 1 700 li-
tros, ien cuantos litros puede estar esta informacién equivocada?

T m—



Para aproximar nimeros en notacion decimal existen esencialmente dos maneras de
hacerlo. Una es truncando, esto es considerando so6lo las primeras cifras decima-
les. Por ejemplo, si truncamos el numero 7 en los cuatro primeros decimales queda
3,1415.

La otra forma es aproximar al decimal mas cercano o por redondeo, que es lo que
se usa para calificar a los estudiantes en el colegio. Por ejemplo, si tu promedio es
6,34, tu nota oficial sera un 6,3; en cambio, si tu promedio es 6,36, tu nota oficial
sera un 6.4.

En general, si quieres aproximar por redondeo, debes truncar el numero al decimal
que te interese. Para entender mejor, pensemos en el cuarto decimal, observas el
digito del siguiente decimal, en nuestro caso el quinto. Si ese digito es menor que 5
tu aproximacion sera el numero truncado, si el digito es mayor o igual a 5 se cambia
el ultimo digito del numero truncado por su sucesor.

Por ejemplo, si aproximamos 7 al cuarto decimal por redondeo necesitamos cono-
cer 7 al quinto decimal, esto es 3,14159. Como 9 es mayor que 5, el redondeo de
7 al cuarto decimal sera 3,1416, distinto del truncamiento.

Un ejemplo:

Guillermina, que estudia en el colegio “El Monte”, tiene un profesor que, al fin
de afio, pone todos los promedios truncados al segundo decimal. Luego calcula el
promedio final de todos los cursos, promediando de estas notas y el resultado lo
redondea al primer decimal.

En cambio, el profesor del curso paralelo redondea el promedio final de cada ramo
al primer decimal, luego promedia todas esas notas y, finalmente, redondea al pri-
mer decimal de nuevo.

Si Guillermina estuviese en el curso paralelo, ;tendria el mismo promedio que tiene
ahora?, ;tendria mas o menos nota?

actividades

1. Una rueda de los camiones mineros de Chuquicamata tiene un
didmetro que mide 3 m. Para algunas condiciones del terreno
es necesario rodear las ruedas con cadenas. Como el perimetro
de la rueda es 37 my necesitamos no equivocarnos en la medida
de la cadena en mas de 1 cm, ;con qué precision necesitamos
considerara 7 ?

2. Estima el resultado de las siguientes operaciones, de modo de

cometer un error menor que %

a)3,14-4,8 b) 5,67 + 3,1234 o+ 2

@

Truncando
7=3,1415

Redondeando
7=3,1416

Unidad
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Regularidades numéricas

Consideremos las siguientes figuras:

. ol ol il

Primero Segundo Tercero Cuarto

Partiendo de un cuadrado, se construye el siguiente agregando 2 cuadrados en la
base. La figura siguiente se construye tomando la anterior y agregando en la base
una hilera de 3 cuadrados. Cada vez que esta construida una escalera, la siguiente
se construye agregando una hilera en la base con un cuadrado mas que la ultima
fila de la anterior.

. Cuantos cuadrados se necesitan en cada figura?

Vamos paso a paso: Para el primero 1, para el segundo 3, para el tercero 6, para el
cuarto es 10.

Sin embargo, hacer este calculo no nos dice nada respecto de como se va formando
esta secuencia de numeros, es decir, hacer el calculo cada vez no nos llevara a saber,
por ejemplo, cuantos cuadrados se necesitan para el caso n.

Se hace necesario reconocer una regularidad, es decir, una forma general de descri-
bir la cantidad de cuadrados necesarios.

Notemos que el segundo tiene 2 cuadrados mas que el anterior, es decir, tiene 1+ 2.
El siguiente tiene 3 mas que el anterior, es decir, tiene 1+ 2+ 3. El que sigue tiene
4 mas que el anterior, es decir, tiene 1+ 2+ 3+4 . En general, la figura del n-ésimo
paso tiene:

1+24+3+4+5+6+7+...+n cuadrados

Muy bien, pero saber esto no nos permite saber de manera eficaz cuantos cuadrados
tiene la figura en el paso n. Notemos que si tenemos dos figuras idénticas del paso
n'y las acoplamos de una forma ingeniosa, podemos formar un rectangulo de lados
ny n+1, por ejemplo, a continuaciéon mostramos el caso n=3.



ol ol N

Como el rectangulo tiene n-(n+1) cuadrados, se tiene que dos veces la cantidad de
cuadrados que se necesitan para la figura del paso » es igual a n-(n+1). Es decir,
la cantidad de cuadrados necesarios para construir la figura n-ésima es la mitad de
n-(n+1).

Pero como vimos antes, la cantidad de cuadrados es 1+2+3+4 +---4n; juntando
ambos resultados tenemos que el numero de cuadrados necesarios para formar la
figura del paso 7 es:

(n+1
1+2+3+4+5+6+...+n:m

Lo que hicimos en el estudio anterior fue calcular la cantidad de cuadrados de dos
formas distintas y luego comparar los resultados. Esa idea es una estrategia muy
utilizada en matematicas para encontrar relaciones interesantes. En el desarrollo de
esta parte de la Unidad la ocuparemos en varias ocasiones y tu le sacaras provecho
cuando tengas que resolver los problemas.

Otra pregunta que nos podemos hacer respecto de las figuras que estamos estudian-
do es, ;cual es el perimetro de la figura del paso n?

Lo que haremos esta vez sera usar otra estrategia, bastante ttil: conjeturar la ge-
neralidad y luego que ya sospechamos el resultado, lo demostramos para asegurar
que es cierta nuestra sospecha.

Construyamos una tabla donde, en una columna, colocaremos el numero de la figu-
ray en la otra, el perimetro de la figura para algunos valores de 7.

Figura numero n Perimetro de la figura

n=1 4
n=2 8
n=3 12
n=4 16
n=>5 20
@ctividades
n~(n+1)

1. Empleala férmula 1+2+3+4+5+...+ n=
pares.

Unidad

CARL FRIEDRICH
GAUSS
(1777-1855)

Matematico aleman.

Para muchos es el
Matematico mas im-
portante de la histo-
ria. Siendo un nifno
encontro la formula
que presentamos en
esta hoja, cuando el
profesor le pidio que
sumara todos los nii-
meros del I hasta el
100. Se cuenta que
rapidamente Gauss
mostro el resultado
5 050, usando la rela-
cion comentada.

para encontrar la suma de los primeros 100 ndmeros

2. Conjetura cudl es el valor de la suma de los primeros nimeros impares. (Ayuda: Utiliza una tabla como la

anterior).
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Es importante notar que
cuando se tiene una se-
cuencia finita de térmi-
nos, existen infinitas ma-
neras de continuar esa
secuencia, de modo que
no se puede asegurar cual
es el término siguiente si
uno no conoce la regla de
formacién de la secuen-
cia. Por ejemplo, si tene-
mos la secuencia 1,2,34
alguien podria decir que
el siguiente es 5, pero eso
no se puede saber. Por
ejemplo, el que formé la
secuencia estaba pen-
sando en 1,2,3,4,1,2,34,1,
2,3,4,1,2,3,4 y repite el ci-
clo 1,2,3,4 o por ejemplo,
puede indicar los pisos
en que pard un ascensor:
estaba en el 1 luego subio
al 2, luego al 3, luego al 4,
pero ;quién puede decir
donde parard después?
Quizas volvié al 1 o subid
directamente al 15, sin ha-
cer paradas intermedias.

Segun se observa en la tabla 1.4, en estos casos, el valor que hay en la columna de
la derecha es 4 veces el valor que hay en la de la izquierda, entonces, si se mantiene
un patron, nuestra conjetura es:

El perimetro de la figura n-ésima es 4n

Pero sélo hemos visto 5 casos, lo cual no nos puede dar certeza de que esto ocurra
siempre.

Para asegurarnos de que nuestra conjetura es cierta, debemos pensar en un caso »
cualquiera, es decir, pensar en total generalidad.

Si pensamos en la figura del caso 7, ésta la podemos incrustar en un cuadrado, co-
piando la idea del problema anterior. Es decir, la figura » la podemos inscribir en un
cuadrado de lado n. Por ejemplo, mostramos el caso n = 4.

Notamos que hay dos lados de la figura que coinciden exactamente con dos lados
del cuadrado. Falta medir los lados de la escalera que zigzaguean. Notamos que la
parte zigzagueante (la que esta pintada de rojo) tiene exactamente 4 lados vertica-
les y 4 lados horizontales, que si los movemos los podemos hacer coincidir con los
lados del cuadrado que no coinciden con la figura.

} — a

Asi tenemos que el perimetro de la figura del paso » tiene el mismo perimetro que el
cuadrado de lado n, pero sabemos que el perimetro del cuadrado de lado n es 4n. Por
lo tanto hemos demostrado que nuestra conjetura es cierta, es decir, efectivamente
el perimetro de la figura del paso n es 4n.



Consideremos la tabla siguiente que tiene los primeros doscientos nimeros na-
turales pintados de azul y todos aquellos que son primos pintados de amarillo,
salvoel 2 yel 3.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 8 8 8 87 8 8 90 91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
101 102 103 104 105 106 107 108 109 110 111 112 113 114 115 116 117 118 119 120
121 122 123 124 125 126 127 128 129 130 131 132 133 134 135 136 137 138 139 140
141 142 143 144 145 146 147 148 149 150 151 152 153 154 155 156 157 158 159 160
161 162 163 164 165 166 167 168 169 170 171 172 173 174 175 176 177 178 179 180

181 182 183 184 185 186 187 188 189 190 191 192 193 194 195 196 197 198 199 200

Si notamos bien, a uno de los lados de cada numero primo distinto de 2 y de 3 hay
un multiplo de 6. Sin embargo, hay multiplos de 6 que no tienen un nimero primo
al lado, por ejemplo el 186. ;Por qué ocurre esto? ;Sera siempre asi? Es decir, jes
cierto que al lado de un numero primo distinto de 2 y de 3 siempre hay un multi-
plo de 6?

Recordemos que un numero primo positivo es un nimero distinto de 1 cuyos unicos
divisores positivos son el 1 y el mismo. Por ejemplo, el 7 es primo, pero el 91 no lo
es, pues el 13 es un divisor de 91.

Cualquier numero par es divisible por 2 de modo que existe un inico numero primo
que es par, el 2.

Como hemos visto antes, cuando dividimos un niimero natural por otro se obtie-
ne un cuociente y un resto, que siempre es menor que el divisor. En particular, si
dividimos cualquier numero a por 6, resulta un cuociente ¢ y un resto r. El resto
puede ser 0, 1,2, 3,4y 5,y se cumple que a = 6¢ + r. Analizaremos cuales son los
posibles casos que permiten que a sea primo.

CASO 1
Si r =2 se tiene que:
a=6q+2
pero ese nimero es par, por lo tanto, no es primo, a menos que sea 2. Entonces, si
el resto es 2, se tiene que @ no es primo.

CASO 2
Si r =3 se tiene que:
a=6g+3

Unidad

0 importante

Los nimeros primos han
sido un enigma desde la
Antiguiedad en la histo-
ria del hombre. Se sabe
que son infinitos. Tam-
bién sabemos que entre
un numero y su doble
siempre hay un nimero
primo, pero también se
sabe que hay intervalos
tan largos cémo se quie-
ra que no contienen nin-
gun numero primo. Hoy
no se sabe como estan
distribuidos los numeros
primos. Es un problema
en matemadtica encon-
trar férmulas que permi-
tan encontrar numeros
primos. Por ejemplo, no
se sabe en qué caso el
vecino de un multiplo
de 6 es primo o no.

o recuerda

22:7=3
1
significa que
22=7-3+1

donde 1 es el resto y es
menor que 7.

En general, si dividimos
a : b, cuando b no es ce-
ro, se obtiene un cuo-
ciente g y un resto r con
0 = r < b, para los cuales
se cumple:

a=bq+r



« NUmeros .«

pero ese numero es divisible por 3, por lo tanto no es primo, a menos que sea 3.
Entonces, si el resto es 3, se tiene que a no es primo.

Si tomamos un nuimero n

entero positivo, denota- CASO 3 ]

mos por 1(n) al numerode  Si 7 =4 se tiene que:
enteros pOSitiVOS menores

que n y que ademds son

primos.

Por ejemplo: , .. . .
1(2)=0 pero ese nimero es divisible por 2 por lo tanto, no es primo. Entonces, si el r = 4,
1(3)=1, se tiene que a no es primo.

1(10)=4, etc.

Hoy nadie puede describir ~ Entonces, los unicos posibles casos que permiten que @ sea primo son los nimeros

cuanto vale t(n) paraunn  de la forma 6¢g +1 o los de la forma 6¢g + 5. Como 6¢ + 1 es el sucesor de un mul-
genérico. Es un tema muy tiplode 6 y
vivo en matemadticas, mu-
b —+ = —+ — = =+ —
chos mateméticos hoy tra- 6g+5=6q+6-1=06(q+1)~1
bajan en este problema.

a=6qg+4

es el antecesor de un multiplo de 6, en ambos casos, se tiene que si a es primo, en-
tonces esta al lado de un multiplo de 6.

La estrategia que usamos esta vez fue analizar exhaustivamente todos los casos, una
estrategia valida y muy empleada en diversos problemas en matematicas.

ectividades

Consideremos ahora el tablero de al lado. Para pintarlo, lo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
gue hicimos fue pararnos en el 3 y luego fuimos sumando 3

cada vez y pintando de amarillo los numeros que resultaban 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
de esta operacion. 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
1. Si eliges cualquier nimero de la primera fila, luego vas 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40

sumando siempre un mismo numero y pintas de algun
color los nimeros que vayan resultando, en algunos ca-
sos resultan diagonales y en otras, franjas verticales. ;En 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
cuales casos resultan diagonales y en cudales franjas verti-
cales?

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
2. ;Que relaciéon tienen los nimeros que forman franjas
verticales con el tamafo del tablero? 1) I M 15 N I 51 I I =0
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
3. Sise tiene un tablero de 12x12, y nos paramos en cual-
quier nimero de la primera franja, ¢cudles son los va-
lores constantes que si se suman permite que se formen

diagonales?; Cudles numeros producen franjas verticales?



Unidad

aplicando lo aprendido

s’

o La red esta formada por segmentos que van au-
mentando a medida que la altura crece a 1 cm

@ 0 un criadero de conejos una hembra pare 5 crias en cada periodo. ¢Cuantos segmentos se ne-
cada tres meses, o sea que en el segundo periodo Cesitan para construir una red de 4 cmy 10 cm
tendra 5 crias mas y asi continuara cada periodo de altura? ¢Es posible construir una red con 56
con 5 crias mas que el anterior. ; Cuantas crias ten- segmentos? ;Qué altura tendria? ¢Y con 66
dra esta hembra, en condiciones normales, en su segmentos? Explica tus respuestas.

quinto periodo? Generaliza y escribe la cantidad de
crias para su n-ésimo periodo.

A continuacién se muestran unos triangulos equi-

lateros a los que en cada etapa se les trazan sus /\ /\/\
medianas, subdividiendo cada tridangulo en trian- /\ /\/\ /\/\/\
gulos mas pequefos. Construye el diagrama que

corresponde a la cuarta etapa. ¢Cuantos triangu- @)  Un maestro fue contratado para construir la de-
los resultan en la quinta y sexta etapa?;Cuantos fensa de una casa. Como muestra la figura de
triangulos pequenos hay en la n-ésima etapa’? abajo, el primer diagrama consta de un hexa-
gono regular al que se le agregan 2 triangulos
equilateros, obteniéndose el segundo diagrama.
Luego a este diagrama se le agrega un hexago-
no regular obteniéndose el tercer diagrama. De
esta forma, para obtener el diagrama posterior,
al diagrama anterior se le agregan de manera
alternada un hexagono regular y 2 triangulos
equilateros. Ayudale al maestro para que pueda
continuar la secuencia determinando la canti-
dad de segmentos necesarios para construir la
quinta, décima, decimoquinta y vigésima figura.
Establece una formula que permita encontrar la
cantidad de segmentos para la figura n.

A (X
9* Observa las piramides. La de la derecha corres- < >< > < >< ><
ponde a los cuadrados de los valores de la izquier-

da. ¢Cudl seria el valor de (99 999)° y (999 999)*?
Completa las filas de la pirdamide. ;Por qué se sa- G
tisface esta regularidad? Argumenta.

©

¢Cual es la suma de los multiplos de 3 hasta
300? Ayudate con la férmula demostrada de la

9 81 suma de los primeros n términos.
99 9801 5
999 998001 Q@ 2-2-1
999999999 99980001 142428 +2% = 2 _1
999999 14+2+2°+22+2 =2° -1
9999999 . )
Conjetura cudl es el valor de:
99999999 142422+ 22+ 20+ 22+ 26+ 27 + 28
999999999 Fere ot mo oo

0999999999 ¢ Coémo crees que sera el caso general?



REFUERZO DE LA UNIDAD

actividades finales J

Compara las siguientes potencias:

1 2 1 -2
= -1 b _ _ 173 177
a)s'y4 )(zjy(z) Ty

El animal volador mas pequefio es la avispa parasita que mide 0,000139 m de largo. El macho de esta avispa
es ciego y no vuela. Escribe su tamafo en centimetros empleando notacién cientifica.

Entre los afios 1940 y 1996, EE.UU ha gastado en armamento nuclear una suma cercana a los 5,8 millones
de ddlares. Transforma a pesos chilenos esta cifra y escribela utilizando notacion cientifica.

El virus del VIH es una particula esférica con un didmetro menor a 0,000000110 m. Escribe esta medida en
milimetros utilizando notacion cientifica.

Durante el afio 2002 en nuestro pais asistieron 13 991 351 personas al cine. Expresa esta cantidad en no-
tacién cientifica.

Resuelve las siguientes operaciones y expresa el resultado en notacién cientifica:
-3 5
0 25-107°-0,05-10

a) (2-10")6-107)(4-107)
0,625-10’

4 000-0,016

52-10° +21-107 —_——
b) d) 0,000064-0,008

Resuelve:

322,35 64 1
a) 64 12 4 ) (—+2)-—
0,0416 18 2

Ordena los siguientes numeros reales de manera decreciente:

~2: 12 —%; 012: 22

Estima entre qué par de racionales, hasta con un decimal, se encuentran las siguientes raices:
a) —27 b) V10 0 82

Retomemos el problema de la amigdalitis de Antonia. Sabemos que las unidades del antibiético que le
inyectaron mata 2 de las bacterias que estan en su cuerpo cada dia, o sea que al segundo dia le quedan

3 de las bacterias que tenfa inicialmente. Realiza en tu cuaderno una tabla que indique el dia y fraccion

de bacterias que mueren por dia. ;Qué fraccion de ellas muere al tercer dia, al cuarto y al octavo dia? jEs
posible que el antibidtico logre en un determinado nimero de dias matar todas las bacterias? Fundamenta
tu respuesta.




Unidad

Se cuenta que el siguiente problema fue enviado por Wertheimer a Albert Einstein: “Una ameba se repro-
duce por simple biparticion, cada division tarda 3 minutos en completarse. Cuando se coloca una ameba en
un recipiente de cristal con un fluido de nutrientes, el recipiente se llena totalmente de amebas en una hora.
¢Cuanto tardaria en llenarse el recipiente si colocamos en el recipiente dos amebas en vez de una?”

Un bidlogo toma una muestra de cierta colonia de bacterias para analizarlas; después de una ardua investi-
gacion descubre que éstas se duplican cada una hora. Si la muestra estaba conformada por 10° bacterias al
mediodia:

e ;Cuantas bacterias habra alas 3 PM. y alas 6 PM.?
e ;Cuantas bacterias habra a las 12 P.M. del dia siguiente?

El francés Leiton-Marliac obtuvo un excelente hibrido de planta acuética que hoy se extiende en todo el
mundo: la Nynphaea se cultiva facilmente utilizando sélo agua y buena tierra. En cortos periodos logra
desarrollar gran cantidad de hojas grandes, protegiendo el agua de la luz solar, manteniéndola limpia, oxi-
genaday libre de algas, ademas de proteger la fauna piscicola. Hay ciertos tipos de plantas acuaticas hibridas
gue tienen la capacidad de reproducirse duplicando la superficie que cubren, dia a dia. Si tenemos un terreno
adecuado y se cultiva esta planta en una hectarea, ¢ qué superficie tendré cubierta después de una semana?,
¢y de un mes?

Un material radiactivo es aquél cuyos atomos se desintegran espontaneamente. Por lo tanto, con el trans-
curso del tiempo la cantidad de material disminuye. En este contexto, se llama vida media de un material
radiactivo al tiempo que tarda en reducirse a la mitad. Por ejemplo, el estroncio 90 es un is6topo radiactivo
peligroso. Debido a su semejanza con el calcio, es facilmente absorbido por los huesos del cuerpo humano.
La vida media del estroncio 90 es de 28 afios. Si una persona estuvo expuesta a una explosion nuclear y
absorbié 100 gramos de estroncio 90:

e ;Cuantos gramos de estroncio 90 le quedaran en el cuerpo de la persona al cabo de 56 afos?
e ;Cuantos afos pasaran para que todavia quede menos de la décima parte del estroncio 90 inicial?

A mediados del siglo XVII el matematico inglés John Wallis demostré que el siguiente producto infinito de

racionales esiguala  :

3355779

En este producto sus términos se escriben de la siguiente forma:

Los numeradores de las fracciones son nimeros pares, que cambian cada dos fracciones de manera
creciente, y los denominadores son nimeros impares, los que cambian también cada dos fracciones a
excepcion del 1 que solo aparece en la primera fraccion.

a) (Cuales son los siguientes cinco términos de este producto infinito?

MATEMATICA 1° Medio
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b) Completa en tu cuaderno la siguiente tabla:

A Producto oz -
Término de nameros racionales Notacion decimal

1

¢) (Qué decimal de la tabla anterior aproxima de mejor forma 3 tomando a 7 con sus primeros 8 decimales?

El 4tomo de hidrégeno es el mas ligero ya que tiene una masa de 17-1077g, ;cuantos de estos 4tomos hay
en 1 kg de hidrégeno?

La distancia del Sol al centro de la galaxia es de 27 000 afos luz. Sabiendo que la velocidad de la luz es 300 000
km/s, ;a cuantos kilémetros de distancia, aproximadamente, esta el Sol del centro de nuestra galaxia?

La distancia de la Tierra a la Luna es de aproximadamente 353 680 km. Solo como un ejercicio de imaginacion,
para tener una idea de la velocidad de la luz, imagina, ¢ cuanto demora una persona en llegar caminando a la
Luna si lo hace a una velocidad de 1 m/s?

Observa el caracol compuesto por una seguidilla de tridngulos rectan- 1cm
gulos. Calcula, empezando por el tridngulo menor, la hipotenusa de
dichos triangulos.

) , . . . : Tcm
Calcula el area del hexagono regular inscrito en la circunferencia de

radio 1 cm y del hexdgono regular circunscrito en la misma circunfe-

rencia. Explica cdmo esto puede dar aproximaciones de 7. Tem

;Siempre el cuadrado de un ndmero es mayor que dicho nimero?
¢Por qué?

Después de que Juan realizd una serie de célculos, le aparecié el siguiente resultado en la calculadora:

0,063583815028901734104046242774566.

o /Qué dirias tu acerca de este numero? ;Es racional o irracional?

o En ese momento se acerca el hermano de Juan y le pregunta en qué ocupa ese numero irracional que
aparece en la calculadora, pero Juan le comenta que es el racional 773 <on solo 33 decimales. Con
esto el hermano de Juan se percaté que utilizando la calculadora es imposible verificar si un nimero
es irracional o no, ya que el periodo del nimero, en caso que lo tenga, puede aparecer muy tarde y
la calculadora no lo mostrara. Asi, ambos se preguntaron: ;después de cuantos decimales aparece el

1
periodo de m? ¢ Podrias ayudarlos a resolver su problema?




autoevaluacién

[Timss 1999] ;Cual de los siguientes nimeros
estd entre 0,07 y 0,087

a) 0,0075
b) 0,00075
¢) 0,075
d) 0,75

(0,00012)‘2 _(0,0027)‘2 B
0,4 900

a) 10

b) 10°°

c) 10°

d) 9.10"

La estacion espacial Mir permanecié en 6rbita
durante 15 afios y en este tiempo dio aproxima-
damente 86 500 vueltas alrededor de la Tierra
a una altura de 400 km. Si el largo de la 6rbita
de la Mir es de aproximadamente 40 000 km,
¢cudl es aproximadamente la distancia en no-
taciéon cientifica recorrida por la Mir mientras
estuvo en orbita?

a) 346-10" km
b) 3,46-10°km
€) 3,46-10° km
d) 0,346-10° km

Redondeadoaladecenadekilogramo mas proxi-
ma, el peso de un delfin es 170 kg. ¢ Cual de las
opciones siguientes no corresponde al peso del
delfin?

a) 166 kg

b) 169 kg

c) 173 kg

d) 176 kg

Unidad

El orden decreciente de

—\E;—Z; —2,5;—L;—1,3 .107%es:
100

’l —_
—-1,3-10%;———:-2.-2,2:—/5
2 100 V5

1 _2 =
b) -———;-13-107%;-2,—/5,-2,2
) 100 \/_

1 -2 =
) —-13-107%;-2,-2,2;—/5
) 100 f

‘l —_
d -—:-13.102%-5,-2,2.-2
100 Vs

En agua salada el sonido recorre 14 000 cm/s. Si
las ondas sonoras tardan 3,5 s en llegar del sub-
marino al buzo y tarda 5 s en llegar del mismo
submarino al barco, ¢cual es la distancia entre el
buzo y el barco si los tres estan sobre una linea
vertical?

a) 1190 m
b) 4900 m
¢) 7000 m
d) 11900 m

Tienes una sucesion de triangulos rectangulos, los
que en cada paso aumentan su altura y base en
una unidad, y se subdividen en triangulos rectan-
gulos pequenos e iguales. (En cuantos triangulos
pequenos se subdivide la novena figura?

A

a) 82
b) 80
c) 91
d) 81

MATEMATICA 1° Medio
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Algebra

] 4
| Términos semejantes. ﬂ
\
A
- Factorizacién de polinomios. -
— Productos notables. l
Modelar si iones o fendmeno mediante A ol S
oa > 'Fuac > 0 1eno 0 t Funcion afin y funcion lineal. -— s """1.
funciones lineales y afines. bl

' -\ﬁ A

Representar situaciones que involucren
cantidades variables.

"
Resolver ecuaciones de primer grado con
coeficientes numéricos y literales.

Conjeturar y demostrar propiedades numéricas.

Ecuaciones de primer grado 4;"'. -
con coeficientes numéricos y
literales. ‘ y

Lenguaje algrebraico basico. } /




Unidad

En el 2005 se celebré el aho mundial de la Fisica. En ese
ano se cumplieron cien desde que Albert Einstein publicé
su Teoria Especial de la Relatividad. Al aho 1905 se le de-
nomina Annus Marabilis debido a la gran revolucién que
se produjo tanto en la fisica como en la Ciencia en ge-
neral por los descubrimientos de Einstein. La Teoria de la
Relatividad, utiliza resultados anteriores, debido a Loren-
tz, quien habia definido transformaciones que involucran
las velocidades relativas de los observadores. La Teoria de
la Relatividad (TR) postula que la velocidad de la luz (que
es c=3-108m/s en el vacio) es la velocidad limite, esto
es, nada se mueve mas rapido que la luz. Otro de los
resultados de la TR es que la energia es proporcional a la
masa con constante el cuadrado de ¢, es decir, E=mc.
Un resultado sorprendente en la TR es que la masa no es
constante en el movimiento, es decir, la masa de un obje-
to depende de la velocidad con que se mueve, de hecho,
si m, es la masa de un objeto en reposo, y m la masa
cuando se mueve con velocidad v, se tiene la siguiente
relacion:

Lo que dice, por ejemplo, que si una particula se mu
una velocidad de 0,9 c la masa aumenta a mas del
gue la masa del reposo.
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Escribe como una sola potencia:

ANEAN
a(3) 13
Escribe a lo menos cinco multiplos de:
a)4 b) 15 7 d) 23

Cuéles son los divisores de:
a) 36 b) 75 c) 120 d) 71

Calcula el area de las siguientes figuras:

2,5cm

a

Encuentra el valor de la incégnita en las siguientes ecuaciones:

a) 2x-17=21 b) 8x-3=5x+36

) (x+4)5:100+x

Determina el volumen de los siguientes cuerpos geométricos:

2cm
a)
2cm

4,3 cm

=




Variables

En variadas ocasiones se pueden establecer relaciones entre medidas, independien-
temente del valor particular de los datos; por ejemplo, el perimetro de un cuadrado
es cuatro veces la medida del lado, y esto es asi para cualquiera que sea el valor del
lado, asi se tiene la relacion siguiente:

Perimetro =4 x (lado del cuadrado)

Por su parte, tenemos el area del cuadrado que se calcula multiplicando el lado del
cuadrado por si mismo, es decir,

Area = (lado del cuadrado) x (lado del cuadrado)

Desde la antigiiedad se han utilizado simbolos para denotar las medidas variables
y establecer formulas generales. Como los simbolos mas utilizados son las letras se
hace uso de ellas para denotar estas variables. Por ejemplo, si P es el perimetro del
cuadrado y / es la medida de su lado, se tiene:

P=4/
Recordemos que desde octavo basico denotamos la multiplicacién escribiendo las
letras y numeros, uno al lado del otro, es decir 4/ es cuatro multiplicado por /.

Del mismo modo, si A denota el area del cuadrado de lado /, entonces la relacion es:

actividades

Para calcular el valor mensual de la cuenta de electricidad, se miden
los Kilowatts hora consumidos en el mes. El valor de un KWH es de
$68, ademas se cobra un cargo fijo de $509, independiente del con-
suUmMo. Supongamos gue en una casa se consumieran 181 KWH en el
mes de enero:

A=1?

1. ;Cual sera el valor de la cuenta?

2. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla que relaciona los KWH
consumidos con el valor de la cuenta.

Consumo (KWH) 180 200 220 250 280 300 330 350 370

Valor de la cuenta ($)

3. Nota que para cada valor del consumo C el valor de la cuenta es:
V =509 + 68C ;Es consecuente esta formula con los datos encon-
trados en la tabla anterior?

4. Siel valor de una cuenta fue de $23 629 ;Cual es el valor de con-
sumo sin considerar el cargo fijo?, ¢cuél fue el consumo?




- Algebra .

Las cantidades variables son denotadas por letras, y éstas en cada caso particular, ad-
quieren valores numéricos. Las relaciones que se expresan usando letras son llama-
das relaciones algebraicas y cuando le damos valores numéricos a esas expresiones
decimos que estamos evaluando o valorando las relaciones algebraicas.

Por ejemplo, la relacion algebraica de la introduccion de esta Unidad es:

donde m,, eslamasa de un objeto en reposo, m es la masa del objeto cuando se mue-

ve con velocidad vy ¢ es la velocidad de la luz en el vacio (3~ 10® ﬂ)
s

Si evaluamos la expresion anterior para m, =1mg, v=0,9c, se tiene que:
m*(1-(0,9)°) =1 mg?
o lo que es lo mismo:
m* (1-0,81)=1 mg?
0,19m* =1 mg?

Como m* multiplicado por 0,19 resulta 1, se tiene que 1 dividido por 0,19 es m?,
es decir:

1
m’=——— mg? =5,263

2
0,19 g

recordando la definicion de raices en la Unidad 1 se tiene que:

m=+/5,263 mg =2,294 mg

es decir, la masa aument6 a mas del doble.
ctividades

1. La formula v= T relaciona la velocidad media (v) con la distancia recorrida (d) en un tiempo (t). EvalUa esa

expresion parad = 100 km y t = 20 min, ¢cual es la velocidad media expresada en km/h?

2. La formula h=200-4, 9t? relaciona la altura h (medido en metros) de una piedra que se lanza desde un
puente de 200 m de altura en el instante t medido en segundos. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla
gue para cada tiempo entrega la altura de la piedra.

Tiempo (s) 0 0,5 1 2 2,8 3,3 4,51 58 6,39
Altura (m)

¢ Cuanto se demora, aproximadamente, la piedra en caer al suelo?
;Demora mas en recorrer la primera o la sequnda mitad?

La velocidad de la piedra en cada instante t (medido en segundos) es v =9,8 t medido en metros por
segundo. ;Cual es la velocidad con que la piedra cae al suelo, aproximadamente?



Existen varios paquetes computacionales, algunos gratuitos, que incluyen planillas
de célculo. Para utilizar esas planillas con eficiencia es necesario conocer algu-
nos conceptos de relaciones algebraicas. A continuacion te mostramos un ejemplo,
donde evaluamos la expresion

V=Er2h
3

que corresponde al volumen del cono de radio r y altura 4.

En la primera columna, (columna A), introducimos los valores de  en centimetros,
en la segunda columna agregamos los valores de / en centimetros y en la columna
C, ponemos una formula en el lugar dispuesto para ello. En la imagen estd marcado
con un recuadro rojo donde se lee:

(1/3)*A2°2%B2%3,1416

donde * significa multiplicar y *2 significa elevar al cuadrado, es decir, la ex-
presion de arriba se lee: 1/3 multiplicado por el numero que esta en el lugar A2 al
cuadrado, multiplicado por el nimero que hay en el lugar B2 y todo eso multipli-
cado por 3,1416, que es el valor por el cual hemos aproximado a 7, el resultado de
esto se guarda en el lugar C2. Si copias C2 en el resto de la columna C, la plantilla
evaluara la férmula en los valores de la fila correspondiente.

Supo6n que en una planilla de calculo, en la primera columna in-
gresas tus asignaturas, en la segunda columna la nota de la prime-
ra prueba, en la tercera la nota de la segunda prueba y en la cuarta
columna la nota de la tercera prueba. Entonces para calcular el

Notal + Nota2 + Nota3

promedio de esas notas , deberiamos es-

cribir en el lugar de las formulas:

@ctividades

(B2+C2+D2)/3

Unidad

Vv

Usualmente, se anota la
multiplicacion escribien-
do sélo los simbolos uno
al lado del otro, es decir,
ab. Esto es lo mismo que
anotar a * b, que significa
que a esta multiplicado
por b.

1. En el ejemplo de las notas, ¢cudl seria la férmula si la tercera prueba fuera coeficiente 2?

2. En el mismo contexto, ¢cudl seria la féormula si la primera valiera la mitad de cada una de las otras dos notas?
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@ctividades

En matematicas las letras también sirven para denotar objetos matematicos que no
necesariamente son variables, de hecho, pueden ser nimeros fijos, pero cualquiera
dentro de un grupo, o pueden ser un unico nimero. En ese caso, se utilizan para
resolver ecuaciones o para representar generalidades

Por ejemplo, si m es la edad de mi madre y x es mi edad, es absolutamente cierto
que:
m>x

Otro ejemplo es cuando no conocemos el valor de las letras pero no por ello po-
demos afirmar que sean variables. Por ejemplo, si en mi bolsillo tengo solamente
monedas de $50 y de $10 y en total tengo $230, denotamos por ¢ la cantidad de
monedas de $50 que tengo y denotemos por d la cantidad de monedas de $10; en-
tonces, el dinero que tengo en el bolsillo es lo que tengo en monedas de $10, mas
lo que tengo en monedas de $50.

Como tengo d monedas de $10, entonces tengo 10d pesos en monedas de $10 y del
mismo modo tengo 50 ¢ pesos en monedas de $50. Es decir, el dinero que tengo en
el bolsillo es 10d + 50c, pero como sabemos que el dinero total es $230, podemos
asegurar que:

10d +50¢ =230

Ya sea para encontrar valores desconocidos de las letras o para establecer relacio-
nes generales de medidas o datos expresados con letras o simbolos, es necesario
conocer las reglas que rigen las operaciones con letras y los convenios que facilitan
la universal comunicacion de las matematicas. En lo que sigue nos dedicaremos a
conocer estas reglas.

Una expresion algebraica es una cadena de letras, nimeros
y simbolos unidos por sumas, restas, multiplicaciones,
divisiones y potencias.

Por ejemplo:

47

3

es una expresion algebraica que denota volumen de una esfera de radio r.
.y . 4, 9 2 2 .
La expresion algebraica vmx — —-x (1 +m ) representa la altura (medida en me-
v
tros) de un proyectil lanzado con velocidad v desde el suelo. La letra m representa
un numero relacionado con la inclinacion del disparo y x es la distancia que ha

recorrido el proyectil en direccidon horizontal.

** ;Qué significa que para algun valor de x la altura de un proyectil sea cero? ;Qué pasa en la mitad de ese valor

de xo?



o
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(1)

m aplicando lo aprendido

(-

La presién normal P sobre un cuerpo se defi-
ne a través de la siguiente férmula: P=—, en
donde F es la fuerza que se ejerce por unidad
de superficie A. La presion que ejerce la atmos-
fera a nivel del mar es de 1,013 - 10°N/m?,
entonces:

a) ;Cuadl es la presion que ejerce un elefante si
su peso ejerce una fuerza de 40 000N y se
mantiene en una pata sobre la superficie de
una mesa de area 0,02 m? ?

b) ;Qué presion ejerce una mujer de 500N de
peso sobre un zapato de tacén aguja de
0,0041 m? de &rea?

La expresion algebraica

F= k(x—xo) corresponde a la
Ley de Hooke, que representa la
relacion entre el estiramiento de un
resorte efectuado por una masa y
la fuerza F (medida en Newton=
N= kg[m / sz]aplicada por éste.
k es una constante propia de
cada resorte, x la longitud final @
del resorte después de aplicarse

la fuerzay x, es la longitud inicial v
del resorte. En nuestro caso k=100

N/my lalongitud inicial x, = 0,5 m. ; Qué fuerza
debo aplicarle al resorte para que éste se estire
1,1 m? ;Y para que se estire 2 m?

Unidad

Para calcular la suma S de los angulos interio-
res de un poligono de n lados tenemos la for-

mula S=180° (n = 2).

a) Construye una tabla en la que aparezca la
cantidad de lados de un poligono (desde
n=3 hasta n=10) y la suma de sus angulos
interiores.

b) ;Cual es la medida de un angulo interior de
un pentagono regular?

¢) (Cuél es la medida de un angulo exterior de
un heptagono regular?

La ley del flujo laminar descubierta por el médi-
co francés Jean Louis Marie Poiseuille, en 1840,
establece la velocidad a la que fluye la sangre a
través de un vaso sanguineo considerado como
un tubo de largo | y radio R, viene dada por la

P -(R2 —rz), donde P es la dife-

4n |
rencia de presién en los extremos del vaso san-

formula v =

guineo, n representa la viscosidad de la sangre
y r la distancia que tiene el flujo desde el centro

del vaso sanguineo a la pared del mismo.

a) Para un vaso sanguineo pequefio conside-
remos: 1=0,027; R = 0,008 cm; | = 2 cm;
r=0,002 cmy P =4000 D/cm? (dinas =
D =g[cm / SZT)

¢Cudl es la velocidad a la que fluye la san-
gre? (recuerda utilizar notacion cientifica
para facilitar tus calculos).

b) ;Paraquévaloresderlavelocidad es mayor?
¢ Qué significa este resultado en nuestro
problema?

¢) (Paraquévaloresderlavelocidad es menor?
;Qué significa este resultado en nuestro
problema?
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Volumen del
cono:
ar’h

3
Altura de un
proyectil:
-4,9-t2+ vt

o recuerda

Recuerda que
cero multiplicado
por cualquier
numero es 0,de
modo que

0*x=0.

@ctividades

Términos semejantes

Una expresion algebraica en la que no hay sumas ni restas se llama término algebraico.
Por ejemplo, la expresion del volumen del cono es un término algebraico, pero la ex-
presion de la altura del proyectil no es un término algebraico, sino que es la resta de dos
términos algebraicos. Los términos algebraicos son como las “moléculas de la expresion
algebraica”. Un término algebraico tiene una parte literal (las letras con sus potencias) y
una parte numérica (el nimero).

Como vimos en las paginas anteriores, un producto de variables se puede escribir de va-
rias formas distintas, por ejemplo:

2.3 2 2.2
A Y =Xy =yxy = yxyxy

pero no por eso diremos que sus partes literales son distintas, por el contrario, diremos
que tienen la misma parte literal.

Cuando dos términos tienen la misma parte literal, esos términos se llaman semejantes.

3

. 4t 5 32w .
Por ejemplo: ?r y Tr son semejantes,

en cambio 3xy’z’ y 3x%yz® no son semejantes, pese a que tienen las mismas letras.

Cuando tenemos una expresion algebraica que contiene términos semejantes €stos se
pueden reducir, es decir, sumar o restar términos semejantes segtin la operacion que apa-
rezca en la expresion. Ademas, la reduccion es valida solo en el caso de existir términos
semejantes

Si denotamos un objeto por una letra (x) y otro objeto con otra letra (y), entonces x+y
no es 2x ni tampoco 2y, pues son objetos distintos, por lo tanto no se pueden sumar. Si
X es manzana e y es perro, entonces X +y no es dos manzanas ni tampoco dos perros, es
por esto que solo se pueden reducir términos semejantes. Solo los términos semejantes
denotan los mismos objetos.

Por ejemplo 3xy2 -3 lxy2 = —28xy2
Recordemos que la multiplicacion es conmutativa, es decir xy = yx para cualquiera que
sean los valores de x e y. Por lo tanto, para reconocer términos semejantes, el orden en
que aparezcan las letras no importa. Por ejemplo 3x2z3 = 3z3x2 = x23z3 | sin embargo,
es costumbre (es un convenio) escribir los nimeros al inicio y luego las letras en or-

den alfabético. De modo que el término 3x2y es semejante con 4yx? y por lo tanto,
3x2y—4yx? =—1x2y.

Observemos que 1 multiplicado por cualquier nimero es el mismo niimero, por lo tanto

1 - x =x. De modo que cuando vemos un término algebraico sin mostrar explicitamente
su parte numérica es 1.

7

** Reduce término semejantes: ) 5xy? — %xz +y*x+ L x%y b) —21ab’c - 7abc + % ach’

2
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Reduce términos semejantes en las siguientes
expresiones algebraicas:

a) a-2a+9a
b) m’-2m’-7m’
€ 6x’y? —12x%y? + x°y?

d) a’h 2ab’ 5a’b 3ab’
—_—— + +
5 3 2 4

e) —3mn- %mn2 + émn +5n°’m

f) 2p+0,75q-3,8pq—6,4p+5,05q

9) a’+b?-2,7b%>—8,09a +0,005b? + 4a’

Para las siguientes figuras escribe una expre-
sion algebraica que represente su perimetro:

M |

2ab
a) a

2ab

2X+1

Unidad

9* Los punteros del reloj forman un angulo recto a
las 3 de la tarde. ;Qué angulo forman después
de cada minuto?

Respondamos esto por pasos:

a)

b)

<)

Notemos primero que por cada minuto el mi-
nutero avanza una rayita pequefa. Es decir,
por cada minuto avanza la sesentava parte de
un angulo completo. O lo que es lo mismo,
cada 5 minutos recorre la 12-ava parte de un
angulo de 360° .

iCuanto mide el angulo que el minutero
logra en un minuto?

¢ Cuanto avanza el minutero en t minutos?

El horario avanza 5 rayitas pequefias en una
hora, es decir, en 60 minutos recorre la duo-
décima parte del angulo completo, es decir,
en 60 minutos recorre 30°.

;Cuanto avanza el horario en 1 minuto?

¢ Cuanto avanza el horario en t minutos?

Si el angulo al principio era 90°. Entonces,
después de t minutos habra los 90° del
principio, mas lo que avanzé el horario y
menos lo que avanz6 el minutero. Escribe
esto empleando el algebra, reduce términos
semejantes y describe el &ngulo usando solo
una vez t.
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Potencias en algebra

En la Unidad 1 vimos algunas propiedades de las potencias. Estas fueron:

Sia>0ynm€EZ se cumplen:

Recuerda que a" quiere : . .
Pensemos ahora en dos nimeros a y b y estudiemos las potencias de ambos. Con-

decir multiplicar n veces . n no. . . , . ..
sideremos a" y b" , nimeros elevados a la misma potencia, ;qué pasa si multipli-

o EUEEE L 65 97 camos esos nimeros? Revisemos primero el caso 7'y m positivos.

y significa multiplicar -n

n veces n veces
veces — cuando n es PR S PN
a Yaque: a"=a-a-a+...+a y b"=b-b-b-...-b
negativo.
n veces n veces
— Se tiene que: a"b" =a-a-a-...-ab-b-b-...-b

Como la multiplicacion es asociativa, podemos ordenar la multiplicacion anterior
como queramos, y la forma que escogeremos sera escribir una b después de cada a:
n veces

a'b" =ab-ab-ab-ab-ab-...-ab

es decir, se multiplica n veces por si mismo el numero ab, por lo que se puede
concluir que:

n
a"b" =(ab)
Es un ejercicio para ti verificar que la igualdad anterior también es cierta si n es

negativo o cero, es decir, en general se tiene que:

Sin esentero, >0y b>0 se cumple que a"b" = (ab)"

El paréntesis en (ab)" significa que la potencia es de todo el producto ab, en cam-
bio ab" significara que solo b esta elevado a la potencia n.

@:tividades

1. El volumen de un cubo es a°, donde a denota lo que mide su arista. ;Cuantas \
veces mas grande es el volumen de un cubo de arista 2a que el volumen de un
cubo de arista a?

2. Elvolumen de un cilindro de radio ry altura h es zr?h, cuantas veces mas peque-
fio es el volumen de un cilindro que tiene la misma altura que otro pero la mitad

del radio? /_\




Unidad

Como la multiplicacion es asociativa y también conmutativa, podemos agrupar los
factores como queramos para multiplicarlos, por ejemplo:

2 2 2 2 3
Xyx :x(yx ):x(x y):(xx )y:x y
Es decir, si en un término algebraico aparecen varias letras (algunas de ellas repe-

tidas) las podemos agrupar todas y luego aplicar la propiedad x"™" = x"x" y dejar
cada variable elevada a alguna potencia solo una vez.

Por ejemplo: x2y3xyy3x4 = xzxx4y3yy3 =x'y’

De nuevo, por la asociatividad y conmutatividad de la multiplicacion, podemos
juntar la parte literal de cada término y multiplicarlos entre si, para tener una sola
parte literal en el producto de dos términos, por ejemplo:

1 1 14
14x? —xy4 =|14-— x2xy o3y
( y)(s ) ( 3) S

. n . . .
Hemos visto que a"b" =(ab)", estudiemos ahora el cuociente de dos potencias.
Consideremos a y b dos numeros positivos y n un nimero entero. Pensemos, para
empezar, en el caso en que n >0 entonces:

n veces

a" a-a-a-..a a" a a a a

b b-b-b-...-b " bbb b
n veces n veces

: e, a .. o
es decir, la multiplicacion de 5 por si misma n veces, pero es la definicion de la

i_(z)"
b" b

Verificar que la anterior es una igualdad cuando 7 es negativo o cero, es un ejercicio
para ti.

n-€sima potencia, por lo tanto

ctividades

1. Escribe el producto de los siguientes términos algebraicos, como un término sin repeticiones de letras:
=2 3 2|(6 2,5 -5 .3 215 5
9 —abc? |(32y%ab = ¥
a)(3xyz )(Syxzj b)(4ac]( y-a ) c)(3a)(81af)

n

a .

2. jEs cierto que [B) -(ab)m =a""mp™ "

3. ;Qué fraccién del volumen de la esfera de radio R es el volumen del cilindro de radio Ry altura la misma
que el radio?

. a"
4. ;Es cierto que an = (ab)n?
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Recordemos que la multiplicacidon de fracciones es:

a ¢ _ac
bd bd
y también que
i =q"m
a"

Estas dos propiedades permiten escribir el cuociente de dos términos algebraicos
como uno solo, por ejemplo:

Consideremos dos cilindros donde las dimensiones de uno son la mitad de

las del otro.
=

En la figura h’:g y r'= % , Jcuantas veces cabe el volumen del cilindro

pequefio en el grande?

Como el volumen del cilindro mas pequefio es:

2 2 2
V'=n-r'2h'=n(£) -h r—.ﬁ:nﬂzz
2 8 8

es decir, el volumen del cilindro chico es 8 veces mas pequefio que el del
cilindro mayor.

ctividades

1. Silas dimensiones de un cilindro son tres veces mas pequefas que las de otro, ;cuantas veces menor es el
volumen del cilindro chico en comparacién con el volumen del cilindro grande?

2.*Si X, y no son cero, ¢es cierto que x?y’y’' siempre es un numero positivo? (Ayuda: el cuadrado de un nu-
mero real nunca es negativo)



Ya hemos aplicado la propiedad asociativa y conmutativa en la reduccion de térmi-
nos semejantes. Existe otra propiedad importante, la distributiva, que nos ayudara
a comunicarnos mejor utilizando el algebra.

La propiedad distributiva dice que si multiplicamos un nimero por la suma de dos
términos es lo mismo que multiplicar el nimero por cada término y sumar los re-
sultados, es decir, si multiplicamos a por b+c.

El resultado es el mismo que ab+ac, es decir:

Propiedad distributiva: a(b + ¢) = ab + ac

Se puede ver geométricamente asi:

b c

A la izquierda vemos un rectangulo de lados a y b+c que, como sabemos, tiene
area a(b+c), por otra parte, el area del rectangulo grande es la suma del area de los
dos rectangulos pequefios: el rojo y el negro. El rojo tiene area ab y el negro ac, por
lo tanto, se verifica geométricamente que:

alb+c)=ab+ac
Un caso particularmente interesante es cuando @ =—1 en ese caso resulta:
~1(b+c)=-1b+—-Ic
pero habiamos convenido que —la =-a por lo tanto:
— (b + c) =-b-c

Por ejemplo:
2xy=(xy—2)=2xy—xy—(-z) =y +xy—xy+z=1y+2

@ctividades

1. Reduce términos semejantes:

a) %z(xyz - xz) - (—xy2 - 2xz) b) —(ad+bc)+ 2ad - bc”

o) —(2x—[3xy—3yz])+x—yz d) %(fg_ng)_(fgl_fg)

Unidad

La multiplicacién no la
anotamos, de modo que
cuando estén dos simbo-
los, uno al lado del otro,
significa multiplicacion.
En particular a(a + b)
significa a - (@ + b). Si el
paréntesis no estuviese,
ab + ¢,significa que a solo
multiplica a b.

—a denota el opuesto de
a, es decir
a+t-a=0=—-a+a.

Por ejemplo, el opuesto
(inverso aditivo)

de -1 es—(-1), pero
—C=1=C1)1)=1,se
tiene que —(-1)=1.En
general -(—x)=x.En
particular, si
a=-1setieneque—a=1.
Por lo tanto, no es cierto
que —a es un numero
negativo en general, el
signo de —a depende del
signo de a.

2. Supon que en la recta numérica a esta a la izquierda de cero, ;dénde esta —a? (Es positivo o negativo?
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f"

v

7y

@ Calcula el drea de las siguientes figuras de
acuerdo a los datos entregados:

7p’q
8m+5n

) 3,5m° \
1

13m—>5n

@  Escribe el producto de los siguientes términos
algebraicos como un término, sin que haya le-
tras repetidas:

a) 5a’-2b’a’
b) (5a)2~(2b)3a4

4
o 14yx° %

d) (14yx)3 '@

€@ \erifica la igualdad en las siguientes expresio-
nes algebraicas:

a) m+4: -m-5 m+4  _m+5

b) 3“—4 ) 36—“ — 9

5n—m . 52m ~

(9] = 5m

o (-

o Si el volumen de un cubo es 13 824 cm?, ;cual
es el volumen de otro cubo cuya arista es el
doble de la del cubo anterior? Resuelve sin cal-
cular el valor de la arista.

m aplicando lo aprendido

©  Escribe el producto de los siguientes términos
algebraicos, como un término sin que haya le-
tras repetidas.

) (mZ"JZ 2 1\2
- -(Zm n )

@  Escribe el cuociente de los siguientes términos
algebraicos como un término, sin que haya le-
tras repetidas:

a) 36p°q*z b) 15a~*bc?
2pq’z’ 18ab~2c3
24
0 10ab™x
25ab%c

0 Distribuye y luego reduce términos semejantes:
a)  x—(x-y)
1
b) a+b—5-(—2a+3)
o  -2(4x+3y)-(8y-10x)
d) az—(—b2+2a2)—3(a2—b2)

e) 3x—§+y—(2x+%)

f) a+[(—2a+b)—(—a+b—c)+a]

2 2
Xy w (3y N 4y
9) 2 4 ( 5 +ny 7

@ i el cuociente de dos nimeros es 11, ;es po-
sible calcular el cuociente de sus cuadrados sin
conocer los nimeros?
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Igualdades y ecuaciones

En ciencias es muy importante conocer igualdades de expresiones algebraicas, ya
hemos visto varias, por ejemplo: h
T? = 47 £ ,'l L
g
es una igualdad entre el periodo T de un péndulo con el largo de la cuerda L que lo
sostiene y la aceleracion de gravedad g.

7
4
’
’
’
/7
O
Podria ocurrir que sea facil medir el periodo de oscilacion (el tiempo que toma en \_/
volver a su posicidn inicial), pero no tener acceso al péndulo, de modo que no se \/
pueda medir directamente el largo de la cuerda. ;Como hacer para conocer el largo T

de la cuerda? g
Lo que debiéramos hacer seria obtener una relacion, a partir de la anterior, que

presente a L sola, en un lado de la igualdad y al otro todos los demas términos. Para

ello necesitamos saber qué operaciones podemos realizar en una igualdad, para que

ésta siga siendo cierta.

Podemos pensar una igualdad como si fuera un espejo: que corresponde al signo
igual y ambos lados de la igualdad son el objeto real y su reflejo.

Si uno esta frente a un espejo y se pone un sombrero, obviamente en la imagen
reflejada apareceremos con un sombrero, pues si no, no seriamos iguales a la ima-
gen reflejada. Si se nos agrega un hermano al lado nuestro, en la imagen aparecera
nuestro hermano. Con las igualdades algebraicas pasa lo mismo, si hacemos una
cosa a un lado de la igualdad debemos hacer lo mismo al otro lado; por ejemplo, si
a un lado multiplicamos por 2, al otro lado debemos multiplicar por 2 para mante-
ner la igualdad, si a un lado restamos a, al otro lado también debemos restar a. En
este sentido es correcto multiplicar en ambos lados por cero, pero la ecuacion que
resulta no es equivalente a la primera, pues se pierde toda la informacion.

L
Por ejemplo, en la igualdad T’ = 41 = podemos sumar 20 a ambos lados y resulta:
g

T?+20 = 472 E+20
g

lo que es cierto, pero puede que no sirva para nada.
. R 2 L -
Tomemos la igualdad inicial T® = 47" — y multipliquemos por g, resulta:
g

i 1
oT?>=4 2 L g=47%L, ahora multipliquemos por =)
g T
2 1 4n°
471:2 4r 4r
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El inverso multiplicativo
de a, si a no es cero, es

Por ejemplo:

El inverso de 3

2

@ctividades

Es decir:
gt
L=——
4

que es exactamente lo que pretendiamos: lograr dejar la L sola a un lado de la
igualdad y al otro los demas términos. Si, por ejemplo, el periodo de oscilacion es
2,5 s y aproximamos la aceleracion de gravedad por 9,8m /s> y @ por 3,1416,
nos queda que el largo de la cuerda es:

2
L 9-8:(2.5)

~=1,55m
4.(3,1416)

es decir, podemos afirmar que la cuerda mide 1 metro y 55 centimetros aproxima-
damente, sin usar una huincha de medir, jsino un cronémetro!

Cuando en una igualdad algebraica, luego de hacer operaciones a ambos lados de
la igualdad, obtenemos a un lado una sola variable, decimos que hemos despejado
esa variable; en el ejemplo anterior despejamos L. Notemos que para despejar L
multiplicamos por dos términos algebraicos, primero por g y luego por 4—:{2, la
pregunta es, /por qué escogimos esos términos y no otros? La respuesta es que
esos numeros se relacionan con los términos que acompainan a L en la igualdad. El
lado derecho de la igualdad inicial era:

L 1
An?==4x’ —L
g g

- 1 - .
como a L lo estd multiplicando — y 47 ® entonces multiplicamos por los inversos
o 1
multiplicativos de cada uno de ellos, es decir, gy P
T
En el caso de suma aplicariamos el inverso aditivo, por ejemplo si:
2a+b=d
para despejar b, aplicamos el inverso aditivo de 2a, es decir, —2a, y obtenemos

—2a+2a+b=d—-2a oloqueeslomismo b=d—-2a.

1. El flujo sanguineo en un vaso capilar (el volumen de sangre por unidad de tiempo que pasa por un punto
dado) es F = kR*, donde k es un valor constante, un nimero fijo, y R es el radio del vaso. Despeja k. ¢ qué

pasa con el flujo si R* es pequefio?

2. En cada igualdad despeja a:

a) 2a+2b=P

2a
b——:
)3yx

¢) ma=—kx d) g+4:c e)F=ma f)* ax=ay
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07 problema resuelto )

Paula dice que su papa, que tiene el triple de edad de ella, la pasa por 30 afios. ;Cual es la rela-
cion entre la edad de Paula y su padre? ;Cudl es la edad de Paula?

* Solucion:

Como Paula tiene 30 afos menos que su padre, si a la edad de Paula le sumamos 30 anos resulta la edad
del papa. Si denotamos por e la edad de Paula y por p la edad de su padre se tiene que:

p=e+30
Como el padre tiene el triple de edad de Paula, significa que e+e+e=p o lo que eslo mismo, 3e=p

Ahora, como p=3e y como p=e+ 30, se tiene que 3e=e+30.

En la relacion anterior, aparece la letra e a ambos lados de la igualdad, en esos casos se procede del mismo
modo que antes, es decir, aplicar la misma operacion a ambos lados de la igualdad, con el objetivo de juntar
la letra que queremos despejar a un mismo lado de la igualdad. En el ejemplo anterior, sumaremos el inverso
aditivo de e a ambos lados, es decir, sumaremos —e.

Asi se tiene: 3e—e=e+30-e

o lo que es lo mismo, después de reducir términos semejantes:

2e=30

Ahora, multiplicando por el inverso multiplicativo de 2, es decir, —, resulta:

%2e=%-30
e=15
Es decir, Paula tiene 15 afios.
@quuemos
1. En cada caso despeja a:
a) 2a—-3c=a+5¢c ) 3—§a:g+1 e)l-a=c+3a
b) 3(a—x)=2(x-a) ar 211, f)* 1.2,

2 3 a a
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07 problema resuelto )

Sayen Caniumilla estudia en Arauco, esta en primero medio, su hermana
Sofia estd en la universidad y estudia en Concepcion; le envia 60
problemas de desafio cada semestre a su hermana y le da 300 pesos a
Sayen por cada problema resuelto correctamente. En cambio por
cada problema que Sayen resuelve mal, ella debe dar 20 pesos a
Sofia. Si al final del semestre Sayen logré juntar $8 400, ¢cual fue el
numero de respuestas correctas?

% Solucion:

Si denotamos por ¢ la cantidad de preguntas correctas, se tiene que las erradas son todas menos las
correctas, esto es, 60—c. Entonces el dinero que le di¢ Sofia a Sayen es $300 multiplicado por la
cantidad de preguntas correctas, o sea, 300 ¢ pesos.

A su vez, Sayen le dié a Sofia 20 pesos por cada respuesta errada, esto es 20(60 - c), entonces el dinero
con el cual se queda Sayen es 300c—20(60—c), pero como eso es 8 400 se tiene que:

300¢—20(60—¢)=8 400

Ahora necesitamos despejar ¢ para conocer el nimero de respuestas correctas.

Cuando tenemos una igualdad donde una letra representa un valor desconocido que hay que dilucidar
cual es, se habla de una ecuacion, y cuando despejamos la letra que representa el valor desconocido, que
[lamamos incégnita, decimos que estamos resolviendo esa ecuacion.

Resolvamos esa ecuacion de las respuestas correctas de Sayen:

300c—20(60—c¢)=8 400

El 0 no tiene inverso

300c—1200+20c=8 400 / distribuimos —20en (60— c) multiplicativo, es de-
cir, si ax=b y quie-
320c—-1200=8 400 / reducimos términos semejantes res despejar x debes

saber que a no es 0,
pues podrias cometer
un error al escribir:

320c=8 400+ 1200 / sumamos el inverso aditivo de —1.200

320c =9 600 / sumamos al lado derecho

9 600 - 1 S *a
¢=—— / multiplicamos por ——, el inverso multiplicativo de 320
320 320

@quuemos

1.*Un tren recorre una distancia de 100 km que separa a dos ciudades, a una velocidad constante. Si au-
menta su velocidad en 20 km/h, realiza el trayecto en 1,4 h menos. Si v denota la velocidad del tren en
el primer viaje, encuentra una ecuaciéon que satisfaga v que no involcre t.

c=30

2. En mi bolsillo tengo $730 entre monedas de $10 y de $50. Si tengo 5 monedas de $50 mas que las de
$10, ;cuantas monedas de $10 tengo?
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informacion en los medios

OBESIDAD

De acuerdo con datos de la Organizacion Mundial de la Salud (OMS), mas de un
billén de adultos tiene sobrepeso y al menos 300 millones de ellos es obeso.El riesgo
de sufrir graves enfermedades como diabetes, hipertensién y derrame cerebral,
afecciones cardiacas y ciertos tipos de cancer es el resultado de estar sobre peso u
obeso. Las razones clave del sobrepeso y la obesidad son el consumo de alimentos
densos en energia, altos en grasas saturadas y azucar y la reducida actividad fisica.

Sélo para mostrar lo terrible del problema, podemos decir que el 90 % de las personas
que sufren diabetes son obesos o tienen sobrepeso. En Chile, desde 1970 al 2000, el
cancer vesicular se ha triplicado, la hipertension esta presente en el 33,7 % de las

personasy 35,4 % de la poblacion tiene el colesterol elevado. El aumento en la actividad

fisica es una de las
En nuestro pais el 22% de la poblacién es obesa, es decir, tiene un indice de masa soluciones para la
corporal (IMC) mayor de 30; 38 % de la poblacién tiene sobrepeso y 1,3 % tiene obesidad.
obesidad mérbida, lo que en total suma 61,3 %. Los datos de la actividad fisica en
Chile son dramaticos: el 73 % de nuestra poblacion no realiza actividad fisica, el 18 % 0
realiza alguna actividad, a lo mds, dos veces por semana y sélo el 9 % realiza una
actividad de 30 minutos diarios, a lo menos tres veces por semana. En promedio, Investiga en la pagina
miramos television 2 a 3 horas diarias en los dias no festivos y los fines de semana web de la OMS, de Minsal

y del INTA, acerca de la
obesidad, y sus efectos.
La solucién es obvia:disminuir la ingesta de estos alimentos altos en grasas saturadas ¢Es considerada la obesi-

y azlcar, aumentar la ingesta de alimentos altos en fibra e incrementar la actividad dad una enfermedad?
fisica, pero al parecer, lo obvio no es necesariamente simple.

aumenta a 4y 5 horas diarias.

El indice de masa corporal al cual se refiere el texto de arriba se define como:

m
IMC=h—2

donde m es la masa de la persona (medido en kilégramos) y h es la altura de la persona medida en metros,
es decir, el IMC tiene unidades de kg/m? . Para la OMS una persona es normal, respecto a su peso y

k_gz . Tiene sobrepeso si su IMC > 25k—g;

m m

IMC > 30k—g y obeso morbido si IMC> 40k—g2 :

m m
aliquemos

1. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla. En cada casillero se indica el rango de masa medida en
kilogramos que permite a una persona ubicarse dentro de alguna de las categorias.

talla, si su IMC esta entre 18,5 kg y 24,99 se habla de obeso si

m2

1,4m 1,45 m 1,5m 1,55 m 1,6 m 1,7m 1,75 m

Normal 45 -52,6
Sobrepeso
Obeso

2. ;Cuanto podria pesar una persona que mide 1,8 m para ser considerado obeso mérbido?
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m aplicando lo aprendido
" Xa

’__44“

a
0 La siguiente balanza esta equilibrada. Si la caja roja tiene calugas idénticas a las azules. ¢ Cuantas calugas
hay en la caja?

0 La siguiente balanza esta equilibrada. Si cada caja roja tiene calugas idénticas a las azules y las cajas tie-
nen la misma cantidad de calugas. ; Cuantas calugas hay en una de las cajas rojas?

HEE
[ HEE j | EEEN )

A

9 La siguiente balanza esta equilibrada. Si cada caja roja tiene calugas idénticas a las azules y las cajas tie-
nen la misma cantidad de calugas. ; Cuantas calugas hay en una de las cajas rojas?

— |
]
=
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0 Explica por qué se puede afirmar que la balanza esta artificialmente equilibrada.

==

I [
A

e Explica por qué se puede afirmar que la caja puede tener cualquier cantidad de calugas y siempre man-
tener la balanza equilibrada.

H B H B
H B H B
H B H B
| H B ) B B J ]

A

@ Resuelve las siguientes ecuaciones y relacidnalas con las balanzas anteriores:
a) x+3=5
b) 2x +3=7
€) 2x+8=x+12
d) 2x+8=2x+ 12
e) 2x+8=2x+38

o Representa las siguientes ecuaciones con balanzas:
a)3x+3=9
b)2x +3=x+7
Ox+2=x+4
d)x+8=2x-12
e)3x+3=x+7

f)3x+8=2x-12
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‘ aplicando lo aprendido

Y
o

r—

Resuelve las siguientes ecuaciones: 9

a) 6z—3=5+2z
b) 7(3x+2)-6(2x+8)=11

) 2(x+1)+5(x-1)=4

f) 2x—4: 2x+9_x—1
3 4 3

Para las siguientes férmulas despeja la variable

que se indica: 0
o . Mm
a) Ley de Gravitacion Universal F= G'_z'
Despeja la masa M. r

b) Ley de Hooke F= k(x - xo). Despeja el largo
total x del resorte.

c) Volumen de un cono es V= l7tr2h. Despeja
la altura h. 3

d) El capital C que se obtiene al invertir una
cantidad C_durante un periodo n en una
institucion financiera con un interés simple
i es: C=C, (1+ni). Despeja el interés i.

Encuentra el valor de las incognitas que se indican:

a) El volumen V de un cilindro de altura h y ra-
dio basal r, es V = zzr’h. Escribe la altura en
términos de las otras variables y determina la
altura del cilindro que tiene un volumen de
300 m3y radio basal r=4 m.

b) La presion P, que ejerce una fuerza F en una
. F
region de area A es P = o

® Calcula la fuerza que ejerce la presion
atmosférica a nivel del mar sobre una
persona de 1,8 m de altura, acostada, si
tieneunasuperficieaproximadade0,62 m2.
(Ver problema 1 de la pagina 63)

® ;Cudl es el area de la superficie de una
mesa, si la presion atmosférica a nivel del
mar aplicé una fuerza de 55 000 N? (Ver
problema 1 de la pagina 63)

Resuelve los siguientes problemas:

a) Halla dos numeros enteros consecutivos cuya
suma sea 103.

b) Pagué $325 000 por un caballo, un cochey
sus arreos. El caballo costé $80 000 mas que
el coche y los arreos $25 000 menos que el
coche. Halla el precio de cada producto.

c) La suma de las edades de tres personas es
88 anos. La mayor tiene 20 afios mas que la
menor y la del medio 18 afios menos que la
mayor. Hallar las edades respectivas.

d) De un estanque lleno de bencina, un auto-
maovil consumié una cantidad igual a é de
su capacidad. Reponiendo 38 litros, la canti-
dad de bencina llega a las % partes del es-

tanque. ¢Cual es la capacidad del estanque?



Generalidades numéricas

El lenguaje algebraico es muy util para expresar ideas generales. Por ejemplo, si
sumamos dos numeros pares el resultado es siempre par, ;como podemos compro-
bar esto?

a 2 4 6 8 94 44 32 48 42 34 66 72 88 92
b 68 56 90 4 28 26 34 20 26 14 16 12 6 4
atb 70 60 96 12 122 70 66 68 68 48 82 84 94 96

En la tabla vemos varios ejemplos donde se cumple lo anterior. Pero, si es cierto
para estos (pocos) casos, jsera cierto siempre? En la historia existen ejemplos de
matematicos que afirmaron que un resultado era cierto sélo comprobando unos po-
cos casos, y luego se demostrd que la afirmacion era falsa. Un ejemplo famoso es
el del matematico francés Pierre Fermat (1601-1665), quien dijo que los numeros
de la forma:

n
2% +1
siempre eran primos, para cualquier nimero natural #. Fermat comprobo para los
primeros 4 numeros naturales, y en todos esos casos resultd ser un niimero primo.

Por ejemplo para el caso n=1, resulta 2> +1=2>+1=4+1=5 que como sabe-
mos es un niumero primo.

Sin embargo, mucho tiempo después que Fermat propusiera esos ntimeros, el ma-
tematico suizo, Leonhard Euler (1707-1783) demostr6 que para n=>5, el nimero
que resulta de la formula de Fermat no es primo, ese niimero es:

5
227 $1=2% +1=14294967297 = 641-6700417

que como era muy grande, Fermat no alcanz6 a verificar. El error que cometi6 el
matematico francés fue no dar una demostracion general de su conjetura.

Volvamos al estudio de la suma de los nimeros pares. Como sabemos, no basta
verificar algunos casos para asegurar que la suma de dos nimeros pares es siempre
un numero par. Recordemos que un niimero es par si al dividirlo por dos resulta un
numero entero, es decir, al dividirlo por dos resulta resto cero, o lo que es lo mismo,
un nimero par es el doble de un numero entero. Es decir, si tenemos un niimero par
N, entonces ese numero es dos veces otro numero entero, digamos #, es decir:

Si N es par, entonces N = 2n para algiin nimero entero 7.

ctividades

Unidad

Hoy en dia no se sabe
si la formula de Fermat
permite encontrar infi-
nitos numeros primos.
Es un tema de investiga-
cién para los matemati-
cos del mundo solucio-
nar ese problema.

Como 0=2-0,entonces
0 es par. Recuerda, ade-
mas, que 2 es el Unico
primo par positivo.

e Evalla la férmula de Fermat para n=1, para n=2, para n=3. Verifica que en esos tres casos el resultado

es un ndmero primo.
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Ahora bien, si tenemos dos numeros pares N y M, entonces N es el doble de un
numero entero y M de otro numero entero. Es decir, N=2n y M= 2m para ciertos
numeros enteros 7 y m. Entonces N+ M =2n+2m.

Por otra parte, 2(n+m)=2n+2m
entonces N + M=2n+2m=2(n+m)
es decir, N + M es el doble del numero entero n+m , luego N + M es par.

En definitiva hemos demostrado que:

La suma de dos niimeros pares es par.

Esa misma propiedad la podemos ver geométricamente: imaginemos a un nimero
par como dos filas de la misma cantidad de baldosas.

Abhora, si tomamos dos nimeros pares, estos los podemos ver como dos juegos de
baldosas como el de arriba, pero tal vez de distinto largo.

La suma de esos dos numeros pares es el que resulta de pegar estas baldosas,
que como se ve de nuevo, son dos filas del mismo nimero de ellas, es decir, un
numero par.

@ctividades

1. (Es un multiplo de 4 un nimero par?

2. Cuando divides un nimero entero por 2 el resto es 0 6 1. ; Cémo se llaman los nimeros que al dividirlos
por 2 dan por resto 1?

3. iCoémo representarias un numero impar usando baldosas? ; Coémo representarias un nimero que es mul-
tiplo de 3 usando baldosas ?

4. ;Esla suma de dos multiplos de 3 un multiplo de 3?
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Si n, p y ¢ son nimeros enteros que satisfacen n = pg , decimos que:
n es multiplo de p.
n es multiplo de g.
p esun divisor de 7.
g es un divisor de n.

Por ejemplo, 33=3-11, por lo tanto 3 es un divisor de 33, o dicho de otro modo,
33 es multiplo de 3.

En general, un multiplo de 3, es 3 multiplicado por algun nimero entero 7, es decir,
cualquier multiplo de 3 se escribe en la forma:

3n

Si n es un numero entero, entonces su sucesor es el mismo numero al cual se le agrega
una unidad, es decir n+ 1. De igual manera, el antecesor de 7 es el mismo nimero al
cual se la ha quitado una unidad, es decir n—1, por lo tanto los numeros n—1, n,y
n+1 son tres enteros consecutivos, donde 7 denota al del medio. ;Qué se obtiene si
sumamos tres enteros consecutivos? La suma de tres enteros consecutivos cualquiera
es:

n—1+n+n+1=3n

es decir, la suma de tres nimeros enteros consecutivos resulta el triple de un nime-
ro entero, es decir:

La suma de tres nimeros consecutivos es un multiplo de 3.

Todo nimero impar es el sucesor de un nimero par. Como un nimero par se escri-
be en la forma 27, entonces su sucesor es 27+ 1. Es decir, cualquier nimero impar
se escribe en la forma:

2n+1 para algin entero n .

Ahora bien, ;qué resulta de multiplicar un par por un impar? Denotemos por 2n
al niimero par y por 2m+1 al numero impar, entonces el producto de esos dos
numeros es:

2n(2m+1)=2[n(2m+1)]

es decir, el doble de n(2m+1) por lo tanto, es un niimero par.

Resumiendo:

El producto de un par por un impar es par.

actividades

¢Qué resulta de multiplicar un par por cualquier niumero entero?

Demuestra que la suma de un ndmero y su sucesor es impar.

Escribe la suma de 4 enteros consecutivos donde n es el segundo. ¢Es par esa suma?
¢ Es cierto que todo multiplo de 6 es un multiplo de 3? Justifica tu respuesta.

= PR
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Cuando estabas en educacion basica conociste varios criterios de divisibilidad, uno de
ellos era: ““si el nimero formado por las dos ultimas cifras de un nimero es multiplo
de 4, entonces el numero es multiplo de 4”. Probemos esta propiedad, ahora que
tenemos las herramientas.

Si a un numero x, le restamos el nimero formado por sus dos ultimas cifras, resulta
un numero con dos ceros al final de su notacidon decimal. Si el nimero de decenas
es a y el de las unidades es » y como todo numero que tiene dos ceros al final es
multiplo de 100, se tiene que lo de arriba se escribe

x—(10a + b) = 100c
o lo que es lo mismo

x=100c+ 10a + b

Si el nimero formado por las dos ultimas cifras es multiplo de 4, se tiene que el
nimero

100¢ + (10a + b)

es multiplo de 4, pues 100c =4 - 25¢ lo es y también (10a + ). Resumiendo, hemos
demostrado que:

Si el naimero formado por las dos ultimas cifras de un nimero, es
divisible por 4, entonces el nimero completo es divisible por 4.

ctividades

1. En la demostracion del criterio de divisibilidad de 4, dijimos que la suma de dos multiplos de 4 resulta
un multiplo de 4. ;Por qué es eso cierto?

2. Siun numero tiene un par en el lugar de las unidades, ;es cierto que el nimero es par?

3. Prueba el criterio de la divisivilidad por 5, esto es “un nimero entero que termina en 0 o en 5 es divisible
por 5"

4. Representa un nimero impar como dos filas de baldosas, donde una fila tiene una baldosa mas que la otra.
Haz lo mismo con otro impar. Demuestra que la suma de dos nimeros impares es par.

5. Sisumas un numero de dos cifras con aquel que resulta al cambiar de posicion los digitos siempre resulta un
multiplo de 11. ;Por qué?
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Una idea errada muy comun es pensar que el cuadrado de un numero positivo es
siempre mayor que el nimero es decir, si x>0, entonces x2 esta a la derecha de x.

VRl [N
AR —
2

X X

1
Sin embargo, hay numeros como el 5 que su cuadrado 7 es menor que ¢l, de he-
cho:

l=O,25<0,5=l
4 2

La pregunta que surge es: ;cuales son los nimeros positivos cuyo cuadrado es me-
nor que el propio numero?

Para conocer tu respuesta nos ayudaremos con el lenguaje algebraico: ;qué signi-
fica que a <b ? Entre otras cosas significa que si a b le quitamos a aun nos queda
algo positivo, es decir, la resta entre b y a es un niimero positivo.

v

&l
| I v
0

Tomemos un numero positivo x entre 0 y 1. Por lo tanto 1—x es un nimero positi-
vo, y como el producto de dos numeros positivos resulta positivo, se tiene que:
X (1 - x)

es positivo, pero si distribuimos resulta:

2
X—X

que como dl]ll’IlOS €S un numero positivo, €s dCCII', siaxle quitamos X~ aun nos

queda un numero positivo, es decir,

x> x?

Resumiendo, hemos demostrado que:

: , 2
Si x esta entre 0 y 1, entonces X~ < Xx.

@ctividades
2

1. Demuestra que si x > 1, entonces x < x“.

2.* Si0 < x < 1, ubica los siguientes niUmeros en la recta real:

a) 1 b)x ox> d)x} e x' f)1-x g)iz
X

¢De qué depende que 1—x esté a la izquierda o derecha de x? (Ayuda: ;cuando 1 — x = x?).
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‘ aplicando lo aprendido

" Xa
r——-‘“ )
o Si ay b son dos numeros naturales sin divisores comunes, salvo el 1, tal que % es un decimal finito. ¢Es
cierto que b solo tiene como divisores primos al
2yal5?

©

Martina le dice a su hermana menor Violeta:
"piensa un numero de dos cifras”, Violeta pone
cara de pensamiento y luego le dice: “ya, ya
pensé”. Martina le pide: “Dime el nimero de las
decenas”. Violeta se lo da. Martina le dice que
seria muy fome adivinar el nimero que penso,
sino que adivinara algo mas dificil, le dice que
adivinara el numero que pensd menos la suma
de los digitos del nUmero. Martina pone cara de
magia y efectivamente dijo lo que prometié que
adivinaria. ;Puedes explicar cémo Martina hace
su magia?

e Supdn que tienes un balde que tiene una capacidad de 4 litros y otro de capacidad 7 litros. Los baldes
no tienen medidas intermedias. Supén ademas que tienes un recipiente muy grande donde puedes
vaciar el agua de los baldes y que ademas tienes acceso a un rio que te provee de toda el agua que
desees.

4 litros 7 litros

a) ;Puedes medir exactamente 5 litros? Muestra una estrategia para hacerlo.
b) i Puedes medir exactamente 6 litros? Muestra una estrategia para hacerlo.
) ;Puedes medir exactamente 13 litros? Muestra una estrategia para hacerlo.

d) Si n es un nimero natural, ;puedes medir exactamente n litros? Muestra una estrategia para ha-
cerlo.



o

Unidad

Supoén que tienes un balde que tiene una capacidad de 8 litros y otro de capacidad 6 litros. Los baldes no
tienen medidas intermedias. Supén ademas que tienes un recipiente muy grande donde puedes vaciar
el agua de los baldes y que ademas tienes acceso a un rio que te provee de toda el agua que desees.

-

" 4

6 litros 8 litros

a) ;Puedes medir exactamente 4 litros? Muestra una estrategia para hacerlo.
b) ;Puedes medir exactamente 14 litros? Muestra una estrategia para hacerlo.

¢) ;Puedes medir exactamente 13 litros? Muestra una estrategia para hacerlo o explica por qué no se
puede hacer.

d) Si n es un numero natural, ;puedes medir exactamente n litros? Muestra una estrategia para ha-
cerlo.

Considera dos numeros naturales a y b. Supdn que tienes un balde que tiene una capacidad de a litros
y otro de capacidad b litros. Los baldes no tienen medidas intermedias. Supén ademas que tienes un
recipiente muy grande donde puedes vaciar el agua de los baldes y que ademas tienes acceso a un rio
que te provee de toda el agua que desees.

a) ;Es cierto que si a y b son pares, entonces nunca se podra medir un litro?
b) ;Es cierto que si a = 3 y b = 9 entonces tampoco se podra medir un litro?

¢) (Es cierto que si ay b tienen un divisor comun distinto de 1, entonces tampoco se podra medir un
litro?

d) ;Bajo que condiciones puedes medir exactamente un litro con esos baldes?

e) ;Es cierto que si puedes medir un litro, entonces puedes medir n litros, para cualquier valor natural
de n?
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Patrones

En la Unidad “Numeros” vimos que la suma de los primeros » nimeros enteros
n(n+1) nn+1)
2

Veamos ahora qué resulta de sumar los primeros niimeros impares. Como todo en
matematicas, existen varias estrategias para conocer el resultado. Una de ellas es
estudiar varios casos, visualizar una regularidad, conjeturar el resultado y luego
comprobar si nuestra conjetura es correcta.

resulta ser .Esdecir,1+2+3+4+5+6+..+n=

Completemos la siguiente tabla de la suma de los nimeros impares:

N° de sumandos impares La suma en extension El valor de la suma
1 1 1
2 1+3 4
3 1+3+5 9
4 1+3+5+7 16
5 1+3+5+7+9 25
6 1+3+5+7+9+11 36
7 1+3+5+7+9+11+13 49

Si observamos con detencion, existe relacion entre los valores de los numeros de la
primera columna con los de la tercera columna. Concéntremonos solo en ellas.

Numero de sumandos impares El valor de la suma
1 1

4

9

16

25

36

49

~N O L B W N

Como vemos, la segunda columna tiene el nimero de la primera columna elevado
al cuadrado. Entonces nos aventuramos a dar una conjetura.

Para cualquier nimero natural 7, la suma de los primeros n

numeros impares es n°.

ctividades
1. Segun nuestra conjetura, ¢cudl seria el valor de la suma de todos los nimeros impares, partiendo del 1 hasta el:
a) 21 b) 19 ¢ 15 d) 23 e) 25?

2. ;Cual es la suma de los nimeros impares entre 15y 25?



No es posible decir que la conjetura es cierta s6lo porque funciona para algu-
nos numeros naturales, aunque sean muchos los numeros en que la probamos.
Es necesario dar un argumento que permita asegurar que la conjetura es cierta
para n en general.

Como hemos visto antes, suele ayudar tener una imagen que represente la si-
tuacidn que se estudiard. Supongamos que tenemos un cuadradito y en un saco
tenemos otros tres cuadraditos del mismo tamafio que el primero y en otro saco
5 cuadraditos del mismo tamafio.

Si sumamos el primer cuadrado con los del primer saco, lo podemos hacer
asi:

—_—

De modo que la suma de 1 y 3 cuadraditos forman el cuadrado de lado 2. Aho-

ra, si sumamos el tercer saco, resulta la siguiente figura, es decir, un cuadrado
de lado 3.

—_—>

De esta manera, ya formamos un cuadrado de lado n con los primeros # impa-
res, necesitamos agregarle n cuadrados a cada lado y un cuadradito en un vér-
tice para formar el siguiente cuadrado, es decir, n+n+1=2n+1. Asi, siempre
se obtendra un cuadrado al sumar los primeros nimeros impares.

Por lo tanto, la suma de los primeros nimeros impares es el cuadrado de un
numero.

Unidad
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07 problema resuelto

Don Victor en Ovalle esta cerrando un terreno con una cerca de la siguiente forma:

Cada vez que necesita agrandar la cerca, agrega maderos
para formar un nuevo cuadrado con sus dos diagonales.
Don Victor calculé que para cerrar todo el terreno necesita
una cerca formada por 110 cuadrados.

Este sefor le pide a su hijo Mateo que le ayude a cor-
tar los palos. “; Cuantos necesitamos?”, pregunta Ma-
teo. “Corta, en el camino vamos viendo cémo anda
la cosa”, responde su padre. Sin embargo, Mateo, de
todos modos, decide hacer los calculos de manera de
no realizar trabajo de mas. Veamos sus calculos.

% Solucion:

El primer cuadrado esta formado por 6 palos, que corresponden a cada lado y a las dos diagonales. El
segundo en cambio, necesita un palo menos que antes, pues uno de los lados, el de la izquierda, ya
se tiene del cuadrado anterior. Entonces para el segundo cuadrado se necesita 6+5=11palos. Para el
siguiente, son 5 palos mas del paso anterior asi son 6+5+5=6+2-5.

En general, para el cuadrado nimero n necesitamos:
6+5(n — 1) cuadrados.

En particular, cuando n = 110 se necesitard 6+5-109 = 551 palos.

@quuemos

1. Considera la formula n + (n - 1)(n = 2) (n — 3) (n — 4). Evalta esa férmula paran = 1,2,3,4. Sin calcular
icual crees tu que serd el término para n = 5? Ahora calculalo, ¢corresponde a lo que pensabas?

Si tienes la secuencia 1, 2, 3, 4, 5, ;se puede saber cual es el siguiente término?



(I

—

La sucesion de figuras parte con un primer
diagrama de una fila de 3 cuadrados; el segun-
do diagrama toma el diagrama anterior y colo-
ca 2 cuadrados sobre los 2 primeros; el tercer
diagrama toma el diagrama anterior y coloca
2 cuadrados sobre las dos columnas mayores.
Asf continUa esta sucesion aumentando de a 2
cuadrados las dos primeras columnas.

L]
HEE BN
HE BEE BEE
HEE EEE BN EEE
a) ;Cuantos cuadrados son necesarios para

los diagramas séptimo, decimocuarto y vigési-
mo?

b) En esta sucesion de figuras, jes posible cons-
truir una que tenga 86 cuadrados?

¢) Determina la cantidad de cuadrados para el
diagrama n.

Q La figura siguiente muestra tridngulos equilate-

ros formados por peguenos circulos, partiendo
con uno de lado 2 circulos, el siguiente de lado
3 circulos y asi contindan los triangulos aumen-
tando consecutivamente la medida de su lado
en un circulo.

&%@&éﬁ%&

a) Realiza una tabla relacionando el lado del trian-
gulo (medido en circulos) y cantidad de circulos
que lo conforman. Hazlo hasta la figura 10.

b) Con la ayuda de la tabla anterior conjetura
la cantidad de circulos para la figura 16.

¢) Expresa la férmula que establece la cantidad de
circulos para la n-ésima figura.

aplicando lo aprendido

©

Unidad

La figura muestra cuadrados ordenados de la si-
guiente manera: la primera figura por tres filas
de uno, dos y un cuadrado, respectivamente; a
la segunda figura se le agrega un cuadrado a
todos los cuadrados que conforman el borde
de la figura anterior. De esta manera se obtie-
ne cada figura posterior tomando la anterior y
pegéandoles cuadrados a los que conforman el
borde de dicha figura.

a) Construye la cuarta y quinta figura.

b) ;Cuéntos cuadrados necesito para cada
una de las figuras, desde la sexta hasta la
décima?

c) ;Cuantos cuadrados necesito para la figura n?

Si n es un numero natural, evalia 25-2n,
para valores de n entre 10y 20.

La expresion % describe el término general
de una sucesién para n un nimero natural.Des-
cribe esta sucesion para los primeros 12 nime-
ros naturales. Conjetura y describe, sin calcular,

los siguientes 10 términos de esta sucesion.
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e\ un poco de hlstorla

POLINOMIOS

Un término algebraico que solo tiene nimeros y potencias positivas de las variabzles se denomina monomio.

Por ejemplo, 3x%y es un monomio, 3 es un monomio, en cambio, 2x%z~> 2

no es un monomio. Una

expresion algebraica que solo tiene monomios como términos algebraicos, se denomlna polinomio. Por

ejemplo, p(x)=x"+1y q(x)=x>+x"—x

—1 son polinomios en una variable. A la potencia mas grande que

aparece en un polinomio en una variable se le llama el grado del polinomio. Por ejemplo, p(x) tiene grado 2

y q(x) tiene grado 3. Si p(x) tiene grado n, a la igualdad p(x)=0, se denomina una ecuacion de grado n.

“He hecho algunos
descubrimientos nuevos
en andlisis. El primero
concierne a la teoria de
ecuaciones; los otros, a
las funciones enteras.
En teoria de ecuaciones
he investigado las con-
diciones de solucién de
ecuaciones por medio
de raices; con ello he
tenido ocasion de pro-
fundizar en esta teoria y
describir todas las trans-
formaciones posibles en
una ecuacion, aun cuan-
do no sea posible resol-
verlas por raices. Todo
ello puede verse aqui, en
tres memorias... haz pe-
ticion publica a Jacobi
o0 a Gauss para que den
su opinién, no acerca
de la veracidad, sino
sobre la importancia de
estos teoremas. Confio
en que después algunos
hombres encuentren de
provecho organizar todo
este embrollo”.

Carta de Galois a un
amigo, justo la noche
antes de su muerte.

Algunas de las preguntas fundamentales del algebra son:

¢Qué numero debemos evaluar en un polinomio para que
resulte cero?¢Existe una formula para encontrarlos?

0 importante

Hay términos algebraicos
que no son monomios.
Por ejemplo, si evaluamos en x* +3x? —2x—2 el valor x = 1

resulta

P+3.$-2.1-2=1+3-2-2=0
Por el afio 1600 a de C. el pueblo Babilonio resolvia problemas que reducia a ecuaciones
de grado 2,
también resolvian ecuaciones de grado 2, mediante métodos geométricos.

Durante el renacimiento, varios matematicos, italianos principalmente, abordaron el
problema de resolver las ecuaciones polinomiales de grado 3, pero fue Niccolo Fontana
(1499-1557), (lamado Tartaglia) quien en 1535, darfa la solucion general del problema.
Sin embargo, el resultado de Tartaglia fue publicado por Giordano Cardano (1501-1576)
y hoy se le recuerda a él como el descubridor de la solucién de la ecuacion de grado 3.
Cardano, resolvié el problema para ecuaciones de grado 4. Pasaron casi 100 anos vy el
joven matematico Niels Henrik Abel (1802-1829), en 1824, demostrd que no se puede
encontrar una férmula empleando operaciones algebraicas que permitan solucionar las

to.

En 1832 un joven republicano francés, Evariste Galois, muere en un duelo cuando solo
tenia 20 anos. Galois (1811-1832) era un joven matematico cuando presento tres veces
su memoria a la Academia de Ciencias de Parfs, las tres veces fue rechazada o se extravié
sospechosamente. En ella, Galois demuestra, utilizando un método inventado por él, que
no existe una férmula que permita resolver la ecuacién polinomial de grado mayor o igual
que 5.

actividades

1. Explica por qué x° +1n0 es cero para ningln numero real x.

2. Si un polinomio tiene grado 3 y otro tiene grado 2, ;cual es el grado de la
suma de esos polinomios?



Producto de polinomios

En el almacén de don Manuel se vende el kilogramo de pan a $950. Sin embargo,
la panaderia que lo abastece del crujiente producto, subira el precio en $10 cada
kilogramo. Este sefior sabe que su clientela no puede asumir esa alza, de modo que
para mantener a sus clientes, él no lo hara.

Su mujer no esta de acuerdo con este planteamiento, porque disminuiran los ingre-
sos en la casa, pero don Manuel la convence argumentando que la gente no sélo
compra pan, sino que también compra leche, mantequilla, aztcar, t¢, aceite, queso,
etc. y desde su punto de vista, perder un cliente significa una gran pérdida en ventas.
La mujer logra entender y el hombre se pone a hacer calculos. Si hasta ahora la ga-
nancia por cada kilogramo de pan es G, entonces desde la fecha del alza del pan, la
ganancia por cada kilogramo seran G — 10, ya que el precio lo mantendra a $950.

Llega entonces a la siguiente conclusion: si al mes me compran K kilogramos de
pan, entonces al mes ganaba KG. En cambio, desde ahora solo ganaré:

K(G — 10)

Paula, su mujer, pensando en el tema, llega a una conclusion que el almacenero no
habia considerado: lo mas probable es que los negocios del barrio suban el precio del
pan, y como nosotros lo mantuvimos es muy factible que algunas vecinas se cambien
de almacén y se vengan a comprar al nuestro. Tienes razon, le responde don Manuel.

Supongamos que la cantidad de personas que se cambian a nuestro negocio nos
compran p kilogramos de pan, entonces las ganancias que tendremos, solo por este
concepto, seran:

(K+p)(G-10)

El hijo de la pareja, dice: entonces lo que ganaremos ahora, sera KG —10p. Don
Manuel lo piensa un rato y dice, “No, estas equivocado”, porque tu formula dice
que siempre ganaremos menos que KG, que es lo que ganabamos antes, pero si ga-
namos mucha clientela nueva, es decir, si p es grande es de esperar que empatemos
lo que ganabamos antes, incluso podemos ganar mas que antes. El hijo se conven-
ce, de que su resultado esta mal, pero no sabe como arreglarlo.

ctividades

Unidad

1. Si las ganancias por kilogramo de pan eran de $80 = G, y la cantidad de pan que se compra por mes es
K'=1 200 kilogramos. Completa en tu cuaderno, la siguiente tabla, una fila tiene el célculo correcto y otra

la que pensaba el hijo de Manuel:

p 30 60 90 120 150
(K+p)G-10)

KG—10p

¢ Estas de acuerdo que el hijo de don Manuel estaba equivocado?

180

210
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La representacion geo-
métrica considera a,b,c
numeros positivos, pero
la ley distributiva es vali-
da para cualquier trio de
numeros reales.

Es importante recordar
que x=Xx', y que X"x=x""'

@:tividades

Vimos anteriormente que la ley distributiva, que aprendiste en la ensefianza basica,
se puede representar geométricamente como muestra la figura a continuacion:

Es decir, el area del rectangulo grande es a(b+c), y por otro lado es la suma de las
areas de los rectangulos pequefios, es decir

a(b+c)=ab + ac, para cualquier valorde a, by ¢

Multiplicar un numero por la suma de dos numeros es lo mismo que multiplicar el
numero por cada sumando y luego sumar los resultados, por ejemplo:

S(xy+ xzy) =5xy+ 5x2y

Recordemos que una propiedad de las potencias es, que si multiplicas potencias de
igual base, los exponentes se suman, es decir, a” -a™ = a"+™ , esto sera util recor-
dar cuando se distribuyan expresiones algebraicas, por ejemplo:

xzyz(x+ y)= x2y2x+ xzyzy = x3y2 + x2y3

El paréntesis de la expresion a(b+c), significa que @ multiplica a la suma b+c. Si el
paréntesis no estuviera, es decir, ab+c, a s6lo multiplicaria a b. Por esto es impor-
tante respetar los paréntesis.

Como la multiplicacion es conmutativa, es lo mismo decir a(b+c) que (b+c)a, de
modo que si el paréntesis esta a la izquierda o a la derecha, para el resultado no es
importante.

1. Escribe el drea de estas figuras como suma de monomios:

_ X —

a)

Xy b) <)

—p——q—

—y— ' 2h +—h2 —




La propiedad distributiva s6lo menciona dos términos dentro del sumando, es de-
cir, un binomio. ;Qué pasaria si hubiese tres términos o mas en el paréntesis? ;Qué
podriamos hacer? Observar una representacion geométrica como la figura de abajo
puede ayudar a entender que es lo qué esta pasando:

b c d

Como ves, el area del rectangulo completo es la suma de las areas de los peque-
fos rectangulos pintados de colores diferentes. Como el largo del rectangulo es
(b+c+d)y el ancho es a, entonces el area del rectangulo es:

alb+c+d)=ab+ac+ad

En general, si un lado de un rectangulo es a y el largo se divide en n partes, for-
mando # diferentes rectangulos, donde todos tienen un lado que mide a. Entonces,
el area del rectangulo es igual a la suma del area de los pequenos rectangulos (ver
figura a la derecha). Es decir, si el largo mide b, +b, +b; +---+b, , entonces se
tiene que:

a(b,+by +by+...+b,)=ab, +ab, +ab; +...+ab,

Supén que tu mama compra 2 camisas, 2 pantalones y 2 jumpers. Entonces, ella
paga 2(c+p+ j)=2c+2p+2j,donde ces el precio de cada camisa p es el precio
del pantalon y j de cada jumper. Si por cada prenda le hacen un 20% de descuento,
entonces ella paga:

_Ssa(p=Pysa-L
Ae=DH2Ap=+2j =)

actividades

[ X N J
IN]

8]

S S

S

1. Si el precio de una camisa y un pantalén juntos es igual al de un jumper. ;Cual es el precio de cada jumper,

si el descuento total fue $3 200?

2. Don Zacarfas, el jardinero, hizo un circulo de radio r en la plaza, donde planté petunias. El presidente de la
junta de vecinos le pidié que la agrandara, de forma que el radio aumentara en 20 cm. Don Zacarfas le respondio
gue necesitard mas cadenas para rodear la glorieta, el equivalente para rodear un circulo de radio 20 cm.

;Tiene razén don Zacarias? ¢La cadena que falta no depende del radio inicial?

3. Desarrolla las multiplicaciones y reduce términos semejantes: 2a(xy + Xz +yz) + (3ax + 2ay + 4az)8x
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b

)
o

aplicando lo aprendido

F_

Desarrolla los siguientes productos y reduce
términos semejantes:

a) x°y’(3xy — 2x°y)+5x°y>

b) (-0,2a+0,25ab)50a’b

c) (3uv-—2uz+5zy)

d) (M)ghkﬂ

uvz
2

4
e) (—2cs — 3cr + 4rs)(—3r) + s(3r% — 4cr)

f) a?bc(—3a+6b—12ac)+a2(bc+bc2)

Considera un rectangulo de lados de medidas
ay b, con b > 2a. Haz tres copias idénticas de
él y superponlos como en la figura:

"

a) ;Cual es el &rea de la figura de la derecha?
b) ;Cual es el area del rectangulo rojo?

¢) ;Cudl es el area del rectangulo amarillo?
d) ;Qué clase de rectangulo es?

e) ;Cudl es el area del rectangulo verde?

(3]

Recuerda que un cono de radio r y altura h,
tiene un volumen de V= %h ¢(Es cierto que
el volumen de un cono de radio r y altura
h+k , tiene el mismo volumen que dos co-
nos de radio r, uno de altura h y otro de al-

tura k?

El volumen de una caja de aristas x cm, y cm
y z cm es xyz cm?®. ;En cuanto aumenta el
volumen de ésta si la medida de la arista z
aumenta en un centimetro? ;El aumento es
el mismo si en vez de z el aumento lo experi-
menta x 6 y?

La energia cinética de un objeto de masa m

: mv
gue se mueve a una velocidad v, es K= =

;es cierto que si la velocidad se duplica, la
energia también se duplica? ;Es cierto que
si la masa se duplica, la energia también se

duplica?

El padre de Rodrigo gana p pesos por hora.
Si el dia lunes trabajo | horas, el martes m
horas, el miércoles w horas, el jueves j horas
y el viernes v horas, ;cuanto gano en la se-
mana? Si los dias lunes, martes y miércoles
trabaja una hora mas de lo que trabaja el
jueves y viernes. Si p=1750, y en esa se-
mana gandé $76 000, ;cuantas horas trabajé
cada dia?

Compara el drea de un triangulo isésceles de
base a, y altura h con otro de la misma base
pero el doble de la altura.



Factorizacion: primera parte

Hasta el momento hemos estudiado la multiplicacion de un nimero por una suma:
a(b+c), también podemos hacerlo con la resta, recordando que la resta de @ menos
b es la suma de a mas el inverso aditivo de b, esto es

b—c=b+(-c).
Por lo tanto, a(b—c)=a(b+(—c)), pero la distribucidn respecto a la suma la cono-

cemos bastante bien.
Resumiendo:
alb—c)=ab-ac.
En general, si hay varios términos multiplicando a un niimero, es necesario trans-
formar las restas en suma y luego aplicar la propiedad distributiva, por ejemplo:
3x(xy —xz— 3xy2) =3x(xy+(—x2)+ (—3xy2 ) = 3x2y —3x%z— 9)62y2

Para muchos propésitos, en vez de desarrollar un producto, es necesario saber si
una expresion algebraica es una multiplicacion de dos expresiones algebraicas.

Por ejemplo, si # es un numero entero, un multiplo de ¢l se escribe en la forma nk,
para algun niimero entero £. Y viceversa, si un nimero entero se escribe en la forma
nl, para algun entero /, entonces es un multiplo de n. Si tenemos dos multiplos de
n, jes la suma un multiplo de n? La respuesta es si, y la razén es que nk y nl/ son
los multiplos de 7 en cuestion, entonces su suma es nk + n/, pero si nos fijamos con
atencion, eso es la parte derecha de la distribucion

n(k+1)=nk+nl

Es decir, la suma de los multiplos de n se puede escribir en la forma n(k +1) , o sea
n multiplicado por un nimero entero, por lo tanto es un multiplo de 7.
La suma de dos multiplos de » es un multiplo de 7.

ctividades

1. Demuestra que la resta de dos multiplos de n es un multiplo de n.

Unidad

Encuentra una represen-

taciéon geométrica de la

expresion:
a(b—c)=ab-ac

2. Sia+ b esun multiplo de n, ;es verdadero que cada uno de los sumandos es multiplo de n?

3. Escribe las siguientes expresiones algebraicas como productos:

a) 3x+3y b) 3x+6y c) 9x—6y d) 3xy+6zy  e) —12x°y +24y?



- Algebra .

Un monomio es un término algebraico donde las potencias de las variables son
positivas o cero, una suma de monomios se llama polinomio. Por ejemplo, 3xy? es
un monomio en las variables x e y, pero 3% no es un monomio en las variables x
e y. Si dos monomios se multiplican, por ejemplo 3xy2y 2x2y, forman un nuevo
monomio, en nuestro caso 6x3y3. En ese caso decimos que los monomios iniciales
son factores del producto. En nuestro caso, 3xy? y 2x2y, son factores de 6x3y3.
Sin embargo, los factores no son tnicos, es decir, puede ocurrir que otros mono-
mios al multiplicarse creen el mismo producto, por ejemplo, al multiplicar 6x3 con
y*, también resulta 6x3y3.

En general, decimos que un polinomio p, es multiplo de otro poli-
nomio ¢, si p se puede escribir como gr, donde 7 es un polinomio.

Al proceso de escribir un polinomio, como el producto de factores, se le llama

cominmente factorizar. Por ejemplo, al factorizar el polinomio xy” + xz* resulta
2,2

x(y"+2z7).

Recordemos que la ley distributiva es a(b+ c¢)=ab+ac, por lo tanto, si s6lo tene-
mos el lado de la derecha, notamos que « se repite en ambos sumandos, entonces
decimos que es un factor comun, con esto podemos reconstruir el lado de la iz-

quierda. Por ejemplo: 4x2y+6xy? lo podemos escribir 2(2x2y) + 2(3xy2) , enton-
ces, el 2 es un factor comun. Asi tenemos la factorizacion

4x2y + 6xy2 = 2(2x2y + 3xy2)

Ahora bien, notamos que el factor 2x?y+ 3xy” de la factorizacién anterior, todavia
tiene factores comunes, de hecho, 2x2y+ 3xy2 = xy(2x)+ xy(3y) , por lo tanto

2x%y+3xy” = xy(2x + 3y)
Retomando la igualdad anterior, se tiene
4x%y+6xy* =2(2x%y+ 3xy*) = 2xy(2x + 3y)

El proceso de factorizaciéon muestra como reconstruir el area de un rectangulo a
partir de pequenos rectangulos que tienen un lado de la misma medida. En nuestro
caso, 4x2y+6xy?, lo hemos visto como la suma del area de dos rectangulos, cada
uno de los cuales tiene un lado de medida 2xy.

2x 2y 2x 2y

ectividades

1. Dibuja en tu cuaderno dos rectangulos, uno de drea 2x®y? y otro de &rea 3x%yz , de tal forma que tengan
un lado de la misma medida. Factoriza 2x°y? +3x’yz

2. Factoriza los siguientes polinomios:

a) abc - abc? b) —2xy’w + 4y’w’z ¢) 5u’v —10u® — 15uv’w



Unidad

Sigamos distribuyendo

Recordemos el problema de don Manuel: €l ganaba por concepto de pan, luego de
asumir el alza de $10:
(K+p)(G —10)

donde K era la cantidad de pan mensual que vendia antes del alza, p era la clientela
que ganaba y G la ganancia por kilogramo, antes del alza. Como G —10 es un nu-
mero, lo podemos distribuir en la suma K+p, resultando:

K(G - 10) + p(G — 10)
distribuyendo cada uno de los paréntesis, se tiene:

KG — 10K+pG — 10p
que es muy distinto, a lo que pensaba el hijo: KG — 10p.

En general se tiene:

(x+a)y+b)=xy+ay+bx+ab

Esta ultima relacion se puede observar geométricamente como se muestra en la
figura de la derecha.

Notamos que solo el rectangulo verde representa xy, el anaranjado representa a ay, el
violeta ab y el café xb. Es decir, la diferencia, entre (x + a)(y +b) y xy es ay + bx + ab.
Siay b son los errores en las mediciones, es de esperar que sean pequefias compara-
das con x y con y respectivamente, por lo tanto el valor ab suele ser muy insignifican-
te comparado con xy. Por lo tanto, quien hace una diferencia significativa entre:

(x+a)(y+b) y xy,es ay+bx.

Por ejemplo, si y y x representan decenas de metros y tanto ¢ como b representan
1 cm, el error ab es 1 cm?, cantidad muy pequena para considerarla una diferencia
sustantiva.

ctividades
1. Desarrolla los siguientes productos y reduce términos semejantes cuando se pueda:

a) (2x+3y)2t+5k) ) (xy+x)(xy—x°) e) (x*-y’)x+y)
b) (ab+cd)(x+y) d) (a—b)a+b) f) (x+y)x—-y)Xx+y)

2. ConsideraunnumeroA, quesealasumade unnimero parcon unmultiplode 3, y porotraparte, considera un
numero B que sea la suma de un ndmero par con un multiplo de 5. ;Es cierto que el producto de A con B
es un numero par mas un multiplo de 15?

3. En el problema de don Manuel, supén que la venta mensual, antes del alza es de K = 1.200 kilogramos. Si
la ganancia, antes del alza era de $80 por kilo, ¢para qué valores de p, se obtienen mayores ganancias
después del alza que antes de alza?
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Factoriza los siguientes polinomios:

a) 5x—10xy

0,25x° +0,75xz°
2 —_
§abc —0,3ab’c

5x2y +1 Oxy2 —1 5x2y2

3x2y_5ﬂ+7xy2
2 2 4
Xy +3x—-y-3

xy + 3bx + 2ay + 6ab

a(x? — xy) —b(xy - y?)
Desarrolla los siguientes productos:
a) (x+y)5xy
(4x+y)3x-y)
(x+ DX+ 2)(x + 3)
(xy + 2x)(xz — yz)

_ A
a 3a c(—6ac—9a2b)

(x="My - Nz+1)
(x— y)(x2 + Xy + yz)

(x+y)(x* +xy +y°)
i) (x—a)x—b)

¢Cuanto menor es el volumen de una caja, la
cual tiene aristas una unidad menor que las
aristas de otra caja?

Considera dos cajas. Una tiene cada arista un
centimetro mas grande que las aristas de la
otra caja. Si las aristas de la caja chica son x,
y y z, ;cuanto mayor es el volumen de la caja
grande que el volumen de la pequefa?

Si un rectangulo tiene area 3xy +12x?, ;cuéles
pueden ser las medidas de sus lados?

Compara el area de un triangulo equilatero de
lado a con otro de lado una unidad mayor.

8 ® © 68 6

Un fabricante de pantalones los vende a $3 500
a una tienda, que le compra 500 unidades. El
pretende subir el precio del articulo y estima que
por cada $100 que aumenta el precio, la tienda
le comprara 2 unidades menos. Si decide subir el
precio en x pesos, ¢cuanto serd el dinero D que
reciba de la tienda por la venta de pantalones?

Haz una tabla de x versus D. Estima cuanto
debe subir el precio el fabricante, para recibir
la mayor cantidad de dinero.

El area de un trapezoide es %(a+b)h , donde

a, b y h son las medidas de los trazos que se

muestran a continuacion:
a

b

Describe el &rea como la suma de monomios.
Si a=h=10 cm y b=20 cm, ;cual es el area del
trapezoide?

Heron de Alejandria en el siglo | de nuestra
era, asegura que el cuadrado del area de un
triangulo es: p(p-a)(p-b)(p—c) donde p es el
semiperimetro del triangulo de lados a, b y c.
iCual es el cuadrado del area de un triangulo
de lados 4 cm, 3 cmy 3 cm?

Siab =0, jesciertoquea=0 6 b=0?
Si a(x—y)=0, entonces, ;qué puedes afirmar?

Si (a—b)(x—y)=0, entonces, ;qué puedes
afirmar?

¢ Qué debe ocurrir para que a(x—y)sea igual a
b(x—y)?

Si‘a un terreno rectangular de lados x y y se le
quita a unidades al lado x, y al lado y se le quita
b unidades, ;cudl es el area que resulta? Si se le
quitan a unidades ay y b unidades a x, ¢cual es
el area del rectangulo que resulta? ;En cuéles
casos ambos procesos producen rectangulos
de la misma area?



Productos notables:
el cuadrado del binomio

Entre los productos de polinomios, hay algunos bastante utilizados en matematicas,
ya sea en estrategias de calculo o en desarrollos algebraicos en modelos matemati-
cos. A estos productos destacados los denominan “Productos Notables”.

Uno de ellos es cuando se repite el factor, es decir (a+b)(a+b), lo que también

anotamos (a+b)?, lo llamaremos “el cuadrado del binomio”, y geométricamente

lo vemos como sigue:
a b

Como vemos, el area del cuadrado de lado (a+b) esigual a un cuadrado de lado a,
el rojo, dos rectangulos que miden lo mismo, de lados a y b, los rectangulos verdes
y el cuadrado de lado b, el amarillo. Si sumamos las areas resulta: a? +2ab + b2,
por lo tanto:

(a+b)2 =a® +2ab+b*
Esto lo sabemos del algebra. De hecho, si distribuimos, resulta:

(a+b)2 =(a+b)(a+b)=az+ab+ba+b2 =a’ +2ab+b*

También podemos desarrollar el cuadrado de la diferencia, so6lo distribuyendo y
escribiendo la resta como una suma:

(a—b)* =(a+(=b))* =(a+(=b))a+(=b)=a* —ab—ba+b* =a* —2ab+b*

@ctividades

1. ¢En qué caso (a+b)? =a’+b*?

2. Desarrolla los siguientes cuadrados:

a) (@a+2b?  b) (-x+3y? ) (x+1? d) 237
2
3. Calcula (x+l) +§
2 4

¢(Es cierto que X% +X+1 es un numero positivo para cualquier valor de x?

Unidad

Si no recuerdas el resul-
tado del cuadrado del
binomio, siempre esta la
posibilidad de desarro-
llar la multiplicacion.



- Algebra .

La suma por la diferencia

Si creemos estar en frente de un cuadrado, y medimos uno de sus lados y resulta ser x,
con error en la medicion de + a, el drea maxima del cuadrado es (x+a)? y la minima
es (x—a)”. Sin embargo, puede que no haya sido un cuadrado, sino que un rectangulo
con pequeila diferencia en la medida de sus lados. La maxima medida de uno de sus
lados es (x+a) y la del otro es (x —a), entonces su area seria(x —a)(x+a). A este
ultimo producto se le llama la suma por su diferencia, pues corresponde al produc-
to entre la suma de dos niimeros por la diferencia de los mismos.

Si desarrollamos el producto, resulta:

(x+a)(x—a):x(x—a)+a(x—a)=xz—ax+ax—a2 =x’—q*

Por ejemplo (\/§+\/5)(\/§—\/§)=(\/§)2 —(\/5)2 =3-2=1

ctividades

Esta actividad tiene por finalidad que descubras la relacién (a+b)a—b)=a’-b? mediante un método
geométrico.

1. Antes de todo, construye en cartulina un cuadrado de lado a.
2. Ahora marca en una esquina del cuadrado, un cuadrito de lado b. Desde luego a>b.
3. Desde el vértice opuesto al cuadrado de lado b, dibuja la diagonal.

4. Recorta el cuadrado de lado b. La figura que te queda dividela en dos, haciendo un corte por la diagonal,
denomina Ay B a cada una de esas partes.

5. Une las partes A y B por el lado donde pasaba la diagonal, pero en el sentido opuesto a como estaba an-
tes.

vi
6. Nota que la figura iv y la figura vi, tienen la misma area.

7. Muestra que el 4rea de iv es a? —b?. Muestra que el area de vi es el area del rectangulo de lados a—b y
a+b.

8. Concluye que (a—b)a+b)=a’—b’.
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(1)
(2]
(3]

o

(5]
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Unidad

m aplicando lo aprendido
o

*

Calcula el producto [(x2 +1+ \/Ex][(xz +1)- \/Ex] . (Ayuda: nota que es una suma por su diferencia).

Muestra que (1422 +(1=+2)? es un numero entero.

Construye un cubo de lado a+b, con madera (o greda, o plasticina, o yeso, o cartulina, etc.) y realiza
los cortes como muestra la figura. Nota que resultan 8 prismas, dos cubos y seis prismas rectos de base
cuadrada. Estos ultimos se pueden juntar en dos grupos de tres, ya que, cada uno de los grupos tiene
cuerpos idénticos. Muestra que (a+b)* = a® +3a’b + 3ab® + b°.

Muestra que (1++/2)> + (1—-+/2)° es un numero entero.

(x+y) —(x=y) _

(Es cierto que 1 xy?
Desarrolla los productos:
a) (2xy—-3x)° d) (x+y)-x+y)
b) (4% +5x)? e) (a+b+c)a-b+c)
o (-a-by f) -y’ +y)

Recuerda que (a+b)? es la suma de los cuadrados de a'y de b con el doble producto entre a y b. Calcula

(a+b+c)’. ¢ Es verdadero que es la suma de los cuadrados de a, by ¢ con los dobles productos de pares
de variables distintas?

Demuestra que el cuadrado de un nimero impar es también un nimero impar.

Muestra que la diferencia del cuadrado de un nimero entero, con el cuadrado de su antecesor es un
numero impar. (Haz esto de dos formas distintas).

Muestra que la suma de tres potencias consecutivas de 2, es divisible por 7. Muestra que la suma de tres
potencias consecutivas de 3, es divisible por 13. ¢ Podrias afirmar algo similar para la suma de tres poten-
cias consecutivas de 4?

Dibuja en tu cuaderno un cuadrado de lado a+b , en él pinta los cuadrados de lados a y lado b. Muestra

quesi a>0 y b>0, jamas podra pasar que (a+b)? sea igual a a® +b?. ;Podra ocurrir la igualdad, para
valores negativos de a o de b?
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Factorizacion: segunda parte

Amanda veranea en un campamento vacacional donde el terreno es un cuadrado de
130 m de lado. Ella se ha enterado que por litigios con los duefios de los terrenos
vecinos, se perderan algunos metros cuadrados del terreno original, de hecho el
terreno seguird siendo cuadrado, pero ahora serd de lado 128 m. Ella quiere calcu-
lar la cantidad de metros cuadrados que se perdieron en el litigio y propone que el
terreno perdido es:
(130% = 128%)m?

Cuando la muchacha se disponia a calcular el cuadrado de 130, su hermano mayor
le recordd que la diferencia de dos cuadrados es lo mismo que una sola multiplica-
cion. Con esta informacion Amanda expreso lo siguiente: a? —b% =(a+b)(a—>b),
por esto:

130% —128% = (130 +128)(130 —128) =258 -2 = 516

Por lo tanto, el area que se perdi6 es de 516 m?, que corresponde a un terreno rec-
tangular de 12 m por 43 m, lo que es bastante grande.

Escribirun trinomio/como Para resolver problemas como el de Amanda, y muchos otros, es importante saber
cuadrado de binomio, y reconocer polinomios que se pueden escribir como productos notables. Por ejem-
escribir un binomio como plo,

la suma por su diferencia,
también se llama fac-

torizar. 25x% =36y = (5x)* = (6y)* = (5x—6y)(5x+6Y)

Lo mismo ocurre con el cuadrado de binomio. Si lanzas una piedra hacia arriba

con velocidad 202 , la altura de la piedra (medida en metros) en el segundo ¢ es,
s

mas o menos, h=-5(>—4t+4)+20. Sin embargo, si uno es observador, nota
que el trinomio del paréntesis es un cuadrado de binomio. De hecho,
PP —4r+4=1>-2.2t+2% =(t-2)’

Por lo tanto, la altura es & =20—5(¢ —2)?
Lo que permite saber cual es la altura maxima de la piedra. De hecho,

20-5(t—2)°

es siempre menor o igual a 20. Por lo tanto, la altura maxima es 20m y se alcanza
cuando (r—2)=0, es decir, cuando han pasado 2 segundos.

ctividades

1. Factoriza los siguientes polinomios:

25
a) 9x* — 4y’ b) 4x* +12xy* +9y* ) x2+x+% d) X2_5X+Z

2. Para calcular (10,17, y no se tiene calculadora a mano, se puede recurrir a que el cuadrado de 10 es facil
de calcular, de hecho es 100, del mismo modo que el cuadrado de 0,1 es 0,01, por lo tanto el cuadrado
de 10,1 es 100+ 2+0,01=102,01. Explica tu el razonamiento.



Unidad

El cuadrado es lo maximo

Imaginemos que te heredan un terreno rectangular en Chiloé y lo puedes cerrar con
un alambre de 200 metros. ;De qué forma lo eligirias? A continuacién mostramos
modelos geométricos de terrenos que se pueden encerrar con un cable de 200 m.
Cada celda de la cuadricula representa un cuadrado de lado 10 m.

Siuna propiedad es verda-
dera en muchos casos, no
es efectivo que necesaria-
mente sea cierta siempre.

Alguien podria decir que da lo mismo, que los terrenos son iguales, pero si N0s T —— —
fijamos con atencion hay algunos que encierran mas celdas que otros, el primero

envuelve 24, el segundo 25 celdas y el tercero s6lo 21. Te invitamos a que constru-

yas muchos rectangulos que cumplan la condicion de ser encerrados por un cable

de 200 m, y luego sigas leyendo, pensando en la respuesta a la pregunta, ;cual

encierra mayor area?

Por ejemplo si el terreno lo queremos para sembrar, es muy importante escoger
aquel que cubra mayor area. Si ti ya has hecho bastantes ejemplos de modelos de
terrenos, te habras dado cuenta de que ninguno encierra més area que 2 500 m2es
decir, el terreno cuadrado de lado 50 m. Sin embargo, por grande que sea la canti-
dad de modelos que hayamos hecho, es imposible hacerlos todos, pues son infinitos
los rectangulos de perimetro 200, de modo que es necesario estudiar el caso en
total generalidad y no casos particulares, por muchos que sean. Consideremos un
rectangulo de lados a y b y de perimetro 200, es decir,

atb+ta+b=2a+2b=2(a+b)=200

a+b

Por lo tanto, a+b =100 y

@ctividades

1. Explica por qué existen infinitos rectangulos de perimetro 200.

=50 . Es decir, el promedio de los lados es 50.

2. ;Cuantos rectangulos de lados enteros, tienen perimetro 200?

3. Con las notaciones de arriba, ¢es cierto que b=100-a? ;Es cierto que el area del rectangulo es
100a-a’ >
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b=50+x

A= ab = (50— x)(50 + x)

ctividades

a=50-x

Al ser constante el promedio entre los lados del rectangulo, si un lado mide mas de
50, el otro mide menos que 50, pero en la misma cantidad para que el promedio se
mantenga. Por ejemplo, si uno se pasa en 10 de los 50 el otro debe estar 10 abajo de
los 50, asi tenemos el rectangulo de lados 60 y 40. Abajo mostramos unos ejemplos

de esto ultimo.
50-30

5010 50-120

50+B0

50+120

50+10

En general, si un rectangulo de lados a y b tiene perimetro 200, entonces sus lados
se pueden escribir como b=50+x y a=50—-x, donde a es el ancho y b es el
largo. De hecho, como a+b =100 se tiene que b=100—a y por lo tanto,

b=50+(50—-a)
y también
a=50-50+a=50-(50—-a)

Por lo tanto si anotamos, x =(50—a). Se tiene que a=50—xy b=50+x.

Como el area del rectangulo es ab, se tiene que el area es
A=(50-x)(50+x)=2 500 — x*

Como x> es siempre positivo o cero la forma de que el drea A=2 500—x” sea
mayor, es cuando x=0. Pero como a=50—-x y b =50+ x, la forma de obtener
el rectangulo de maxima area es a=50-0=50y b=50+0=50. Es decir, el
rectangulo de perimetro 200 de drea maxima es el cuadrado de lado 50. Entonces
si te dieran a elegir un terreno rectangular, que se pueda encerrar con un alambre
de 200 m, debieras elegir el cuadrado.

1. Supongamos que el terreno rectangular, en vez de tener un perimetro de 200 m, tiene un perimetro de
240 m. ;Cual seria el de mayor area?

a+b

2. Siun rectangulo de lados a y b tiene perimetro 32, ;cudl es el valor de a+b? ;Cual es el valor de — ?

¢ Es cierto que los lados se pueden escribir en la forma a=8—-x y b=8+x? ;Cudl serfa el valor de x?

Escribe el area en funcion de x, ¢cudl es el rectangulo de drea maxima de perimetro 32?

a+b

3.*Si un rectangulo de lados a y b tiene perimetro P, Escribe =——— en términos de P. ¢Es cierto que los lados

p

" P A A
se pueden escribir en la forma a= a4 xy b= Z+ X? ;Cudl seria el valor de x en términos de ay b?

Escribe el area en términos de P y x. ; Cudl es el rectangulo de area maxima de perimetro P?



Demostracion del Teorema de Pitagoras

Ya llevamos bastante tiempo mencionando y aplicando el teorema de Pitagoras,
para resolver problemas referentes a tridngulos rectangulos. Ahora daremos una
demostracion que permite asegurar la validez de este resultado, que se le atribuye
a Pitagoras, pero que no se sabe a ciencia cierta si es efectivamente de ¢l o de uno
de sus discipulos.

Una demostracion es una explicacion matematica de la veracidad de un resultado,
utilizando propiedades asumidas como ciertas, ya sea porque fueron demostradas
antes o son verdades asumidas por todos, como postulados iniciales, llamados axio-
mas.

Para esta demostracion que daremos, necesitamos dos resultados por ti conocidos.

El primer resultado es: “El 4rea de un cuadrado de lado x es x”, y el segundo

resultado, “El area de un tridngulo rectangulo de catetos y y z es % 7

Teorema de Pitagoras

En todo triangulo rectangulo el cuadrado formado en la hipotenusa tiene
por area la suma de las 4reas de los cuadrados formados en los catetos.

O también se puede decir:

Teorema de Pitagoras

Si AABC es un triangulo rectangulo en que sus catetos miden

ay by su hipotenusa c, entonces a* + b* =c.

Por ejemplo, el tridangulo rectangulo de catetos de medidas 3 cm y 4 cm, e hipote-
nusa que mide 5 cm, satisface la relacion:

3 +4°=5
Pero, que el teorema se compruebe en un caso particular, no quiere decir que sea
cierto siempre. Es necesario dar una demostracion general, que considere todos los
triangulos rectangulos. Lo que haremos es tomar un triangulo rectangulo cualquie-
ra y comprobaremos que la relacion del teorema se cumple.

Demostracion:
Consideremos un tridngulo rectangulo de catetos a, b € hipotenusa ¢, como muestra
la figura a continuacion.

Unidad
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Ahora dispongamos cuatro triangulos idénticos a él, como muestra la figura, formando un cua-

drado de lado a+b.
a b

] L]

La figura pintada de verde, es un cuadrilatero en que todos sus lados miden lo mismo, ademas
el angulo interior en cada vértice es recto. Por lo tanto, la figura verde es un cuadrado de lado c.
Abhora bien, el area de la figura pintada de amarillo es, por un lado, el area del cuadrado exterior
menos el area del cuadrado interior, esto es, (a + b)2 —c? y por otro es cuatro veces el area del

triangulo inicial, o sea, 4(%). Es decir,
b
(a+b) —c* = 4(—“2 )

desarrollando el cuadrado de binomio resulta:
a*+2ab+b* —c* =2ab
sumando a ambos lados ¢> — 2ab resulta:

a’ +b*> =c?

que es exactamente lo que queriamos probar.

actividades

1. En la demostracion se dice “ademas el angulo interior en cada vértice es recto”
refiriéndose al cuadrilétero verde. Explica por qué, efectivamente, el angulo in-
terior del cuadrildtero es recto, en cada vértice.

2. Consideremos la siguiente proposicién: “El drea de una semicircunferencia que
tiene por diametro la hipotenusa de un tridngulo rectangulo es la suma de las
areas de las semicircunferencias que tienen por didmetros los catetos del trian-
gulo rectangulo”. ¢Es cierta esta proposicion?

3. Segun el Teorema de Pitdgoras enunciado en la pagina anterior, es cierto que

si en un triangulo de lados a, by ¢ se cumple a® +b? = ¢?, entonces el tridangulo
es rectangulo?
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informacion en los medios

SENSIBILIDAD A LOS MEDICAMENTOS

En medicina se asigna un valor numérico a la sensibilidad de un pa-
ciente cuando se le ha administrado cierta medicina. Este nUmero
se relaciona con el grado de eficacia de la droga en el paciente. Si
C es el consumo maximo permitido de la medicina, la sensibilidad

es:S=DC—D? donde D denota la cantidad de droga que se le ad-
ministra al paciente. Si factorizamos esta expresion por D resulta:
S=D(C-D). Lo que muestra que la sensibilidad es 0, si la cantidad
que se administra es C, y por supuesto cuando D=0.

La pregunta que es importante resolver es: jcual es la cantidad D
de droga que hay que administrar, para obtener la maxima sensi-
bilidad?

% Solucion:

Para responderla usaremos los conocimientos de esta unidad:

S=DC-D? :—(—DC+D2):—(D2—DC):—(DZ—ZD-%)

- c
;Qué le falta a D2—2D-% para ser un cuadrado de binomio? La respuesta es e Completemos el cuadrado

del binomio, pero quitamos lo que agregamos, para que la igualdad siga siendo cierta:
2 2 2 2
5= S ipep? =C——(E—D)
2 4 4 |2

. C . . : .
Entonces vemos que S es maximo cuando E_DZO' es decir, la cantidad de droga que permite la maxima

sensibilidad es la mitad del consumo méaximo.

aliquemos
1

: . . . 3C .
. (Es cierto que la sensibilidad es la misma cuando se administra % 6 2 de una deteminada droga?

2. Un trio de nimeros enteros positivos a, b y ¢, que satisfacen a® +b? = ¢ se llama trio pitagérico. Por
ejemplo, 5,12,13 es un trio pitagorico.

a) Sia, byc esun trio pitagorico, y dos de ellos son pares, entonces muestra que el tercero tam-
bién es par.

b) Sia, byc, esun trio pitagérico, entonces muestra que no pueden ser todos impares.
o* Si ¢ =a’+b? entonces muestra que (c—b)c+b)=a’.
d)* Sic? =a’+b? entonces muestra que no puede ser que a y b sean impares y ¢ par.

e)* Sean p,q dos numeros enteros positivos, con p>q. Considera a=2pq, b=p’>-q’ v
c=p’ +q°. Comprueba que a, by ¢ es un trio pitagdrico.
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@ctividades

Funcion lineal y funcion afin

Cuando el reloj marca las seis de la tarde, los punteros del reloj forman un angulo
extendido.

(Habra un momento, entre las 6 y las 7, en que los punteros del reloj formen un
angulo recto? /A qué hora exacta ocurre?

Uno ojo distraido diria, que a las seis y cuarto, es la primera vez después de las seis,
que obtendremos un angulo recto. Esto seria cierto si el horario se quedara quieto
en el seis a medida que avanza el tiempo, lo cual es falso, el horario avanza, lento
pero seguro. Asi que a las seis y cuarto el angulo entre los punteros del reloj es un
poquito mayor que un angulo recto.

6
Pero como a las 6 formaban un angulo extendido y antes de las 6:45 el minutero
paso por encima del horario, es decir el &ngulo fue cero, necesariamente hubo un
momento entre las 6 y las 6:45 en el que el angulo fue recto. De hecho, moviendo
experimentalmente las agujas el reloj, podemos asegurar que ese momento esta
entre las 6:15 y las 6:30.

1. Muestra dos momentos entre las 6:15 y las 6:30, que se diferencien en 5 minutos, donde puedas asegurar
gue los punteros forman un angulo recto en algiin momento del intervalo mencionado.

2. (/Alas 7:05 los punteros forman un dngulo extendido?
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El minutero da una vuelta por hora, es decir en 60 minutos, barre un angulo de
360°, por lo tanto recorre 6° en cada minuto, es decir cuando hayan pasado ¢ minu-
tos, el minutero recorre 6¢ grados. Anotaremos:

m(t) = 6t

para denotar los angulos que avanzo el minutero en ¢ minutos.

1
Por su parte, el horario, recorre la E parte de una vuelta completa en una hora. Es
. 360 : . .
decir, recorre 1 grados en 60 minutos, o lo que es lo mismo, el horario recorre
1
30° en 60 minutos. Por lo visto, tenemos que el horario recorre > grado por cada

minuto. Asi tenemos que el horario recorre > t grados, cuando pasan ¢ minutos.

Anotaremos
1
h(t)= —t
=7

para denotar los angulos que avanzo6 el horario en # minutos.

Es importante notar que a medida que el tiempo avanza, el minutero gira para achi-
car el angulo entre las manecillas, en cambio el horario gira para agrandar el angulo
entre las manecillas del reloj.

@ctividades

1. Si el horario se quedara quieto a medida que avanza el tiempo, icuanto medirfa el angulo entre el horario
y el minutero después de t minutos?

2. Siel minutero se quedara quieto a medida que avanza el tiempo, ¢ cuanto mediria el angulo entre el horario
y el minutero después de t minutos?

3. ;Cudl es el dngulo entre el horario y el minutero a las seis y cuarto?

4. ;Cual es el angulo entre el horario y el minutero a las seis y media?
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@:tividades

Como hemos visto, el avance del minutero hace que el angulo entre las manecillas del
reloj disminuya de los 180° iniciales, mientras que el avance del horario hace que el
angulo aumente de los 180° iniciales. Por lo tanto, el dangulo entre las manecillas del
reloj, después de ¢ minutos, es:

0(¢) = 180° — m(¢) + h(r)
o lo que es lo mismo

1
6(1) = 180° = 61+ —t

o dicho de otro modo:

o(z —18O°—Et
(n=180°~ -

Por lo tanto para saber a qué hora los punteros del reloj forman un angulo recto, basta
preguntarle a 0 para qué valor de ¢ vale 90°. Es decir, para cual valor de #, se cumple
que 0(7) = 90, es decir, basta resolver la ecuacion:

90 = 180° llt
2

Y es lo que haremos a continuacion:

90 = 180° llr
a 2

_g0-— 1,
2
90— 1,
2
2 90
11
t=1636

Es decir, cuando el reloj marca las 6 horas 16 minutos 21 segundos y 4 décimas de
segundo, aproximadamente los punteros del reloj forman un angulo recto.

1. Sipara algun t se cumple que 6(t) = 0. ;En qué posicién relativa se encuentran las manecillas del reloj?

2. Si evaltas 6(40) obtienes un nimero negativo. ¢ Cudl es el significado del nimero negativo respecto a la
situacion que estamos modelando?

3. Después de las 6:00, ¢cudl es el primer momento que las manecillas del reloj vuelven a formar un angulo

extendido?
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aplicando lo aprendido

La siguiente maquina transforma niimeros en otros nimeros, al nUmero que entra por la derecha lo mul-
tiplica por 10y al resultado le suma 1, y el niUmero que resulta sale por la izquierda.

_[.!*-a

a) ¢Cual numero sale por la izquierda, si por la derecha entra —4?

b) ;Cual nimero entré por la derecha si por la izquierda salid 5 ?
¢) Sipor la izquierda sale un nuimero racional, ¢por la derecha entré un nimero racional?

d) Si por la izquierda sale t, ;cual nimero entré por la derecha?

La siguiente maquina transforma a cada nimero que entra por la derecha en otro nimero que sale por

la izquierda.
<jmm a
b Fg

Supdn ademas que tiene la siguiente propiedad:

[C] Si la maquina transforma a en b y transforma x en'y, entonces a a + x lo transorma b +y.
a) Muestra que la maquina del item anterior no cumple [C].

b) Muestra que la maquina que transforma cada nimero en su doble, si cumple [C].

¢) Muestra que la maquina que transforma t en 180 — gt no cumple [C].

d) Muestra que la maquina que transforma t en 6t si cumple [C].

. 1, .
e) Muestra que la maquina gue transforma t en Et si cumple [C].

f) Muestra que si una maquina cumple con [C], entonces al cero no le hace nada, es decir, transforma el
cero en el cero.

g) Muestra que si una maquina cumple con [C], entonces a 2a lo transforma en 2b.

h) Muestra que si una maquina cumple con [C], entonces a -a lo transforma en -b.
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Para cualquier nimero
real x se tiene que Tx = x.

actividades

Funcion

Una funcion del conjunto de los numeros reales en el conjunto de los numeros
reales, es una transformacion de nimeros reales. Es como una maquina que reci-
be numeros reales por la derecha y los entrega por la izquierda. Si la funcion (o
la maquina) la denotamos por /'y la funcion transforma a en b, se suele escribir
f(a)=byseleefdeaesbotambién fevaluado en a es b. También se dice que b es
la imagen de a via £, en el caso en que la funcién se subentiende, entonces decimos
que b es la imagen de a.

=

fla)=b

Por ejemplo, la forma en que depende el angulo (0) de las manecillas del reloj
después de las 6:00, de los minutos trancurridos (¢), lo podemos pensar como la
funcion que transforma 7 en 6(7) = 180 — %t .

Algunas funciones son importantes en matematicas, ya sea porque modelan situa-
ciones de la vida real, o porque dentro de la propia matematica son interesantes.
Una de ellas es la funcién identidad. La funcion identidad es aquella funcion que a
cada numero lo transforma en si mismo, es decir, lo deja igual. Es decir, la funcion
identidad, llamémosla 7, transforma x en x, es decir

I(x)=x

Claramente esta funcidon es muy poco interesante para la vida cotidiana, pero den-
tro de la matematica es muy importante, pues en cierto sentido hace lo mismo
que el 1 dentro del mundo de los numeros, pero / lo hace dentro del mundo de las
funciones.

1. Sif es una funcion tal que f (0) =0, f (1) =1, f (2) = 2. ;Puedes afirmar que f es la funcién identidad?

2. Considera la funcién g que transforma a cualquier nimero real en cero. Es decir, para cualquier nimero

X se tiene que g(x) =

0. ¢Es cierto que g(x + y) = g(x) + g(y)?

3. Considera la funcién g que transforma a cualquier nimero real en 1. Es decir, para cualquier nimero x
se tiene que g(x) = 1. ;Es cierto que g(x +y) = g(x) + g(y)?
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Si tenemos dos funciones, digamos fy g estas las podemos concatenar, es decir si
ftransforma a en b y g transforma b en ¢, entonces la concatenacion transforma a
en c.

Pero si una de ellas es la identidad, entonces la funcién que se obtiene al concate-
nar es la misma que la del principio. Es decir, concatenar con la identidad no hace
nada. Del mismo modo que multiplicar por 1 no hace nada.

Las funciones que transforman todos los niimeros reales en un unico nimero se
llaman funciones constantes.

Si una funcién separa las sumas, es decir, para cualquier par de niumeros rea-
les x, y se cumple que f'(x + y) =f(x) + f(y) y ademas saca escalares, es decir
f(xy)=f(x) y se les llama funciones lineales. Por ejemplo, la funcion f(r) = 3¢ es
una funcidn lineal, de hecho,

Sx+y)=30+y)=3x+3y=10)+f(»)
S () =3xy = Gx)y =f(x)y

Sin embargo, la funcion real f(z) =3z + 1 no es lineal. De hecho, f(0)=1yf(1)=4,
pero f(0+ 1) = f(0)+ f(1).

Supongamos que L es una funcion lineal, y denotemos por m la imagen de 1 via L,
es decir, L(1) = m, ;Cuanto es L(x)? Notemos que

Lx)=L(1 -x)=L(1)x = mx

Es decir, si L es lineal, entonces existe un numero real m tal que L(x) = mx, para
cualquier valor de x.

@ctividades

1. Siy es un numero real, fijo pero cualquiera. ;Es cierto que la funcién f (m) = my es lineal?
2. Demuestra que si f es lineal, entonces f (0) = 0.

3. Si concatenas dos funciones lineales, el resultado, ¢es una funcién lineal?

4. ;Hay alguna funcién constante que sea lineal?
5

. ¢Eslaidentidad una funcion lineal?
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@ctividades

Por ejemplo, si pensamos en el angulo que recorre el minutero de un reloj en ¢ mi-
nutos, esto es m(f) = 6¢y en el &ngulo que recorre el horario después de ¢ minutos,
esto es A(t) = %t, notaremos que en ambos casos se trata de funciones lineales.
Sin embargo, el dngulo entre los punteros del reloj, después de ¢ minutos de las
6:00 es:

11
=1 _ =
6(1) = 180 — 1

la cual no es lineal. Si no que resulta de sumar una constante (180, en nuestro caso)
a la funcién lineal

—-11

a(t) = T

A esas funciones se les llama funciones afines, es decir, una funcion afin difiere
de una funcion lineal en una constante. Es decir, si a la funcion lineal, digamos
f(x) = mx le sumamos una constante, digamos #, la funcion que se obtiene, esto es
g(x)=mx + n, es una funcion afin. En el caso en que n =0, entonces g(x) = mx =f(x),
es decir, toda funcion lineal es una funcién afin, pero hay funciones afines que no
son lineales.

Si consideranos un movil que se mueve en linea recta a velocidad constante, por
ejemplo, que recorre 3 metros en cada segundo. Si anotamos un punto del camino
con O, y cuando pasa el movil por O echamos a correr el cronémetro, la distancia
que separa al movil del punto O es exactamente d(f) = 3¢, después de ¢ segundos,
donde d(7) esta medido en metros.

> 3m/s

1. Sien el ejemplo de arriba, echamos a correr el cronémetro cuando el moévil pasa por la marca de 1 m, y D(t)
es la distancia que separa al moévil de O, cuando el cronémetro marca t segundos. Describe D(t) en términos
de t. ;Es D una funcién lineal en t? ;Es D afin?
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Una taxista cobra $200 por los primeros 200 m
de recorrido. Por cada 200 m que recorre des-
pués de los 200 m iniciales, la cuenta aumenta
en $90. Describa la cuenta D(x), medida en pe-
sos, para cada distancia recorrida x, medida en
metros. ¢Es D una funcién afin? ¢Es D lineal?

Sean y y x dos variables relacionadas en pro-
porcion directa. ¢ Es cierto que y es una funcién
lineal en x?

Se sabe que el valor de la cuenta de gas, medi-
do en pesos, en una casa de Santiago, es una
funcion afin del volumen de gas consumido,
medido en m3. En la familia de los Gonzélez -
Valenzuela el mes de marzo de 2009, la cuenta
de gas saliv 26 mil pesos y el consumo fue de
10 m?, al mes siguiente consumieron medio m?
menos que en marzo y el valor de la cuenta fue
de $24 950.

a) ;Cudl es el cobro fijo de la empresa de
gas?

b) ;Cual es el valor del m? de gas?

c) (Cual es el valor de la cuenta, si un mes se
consume el doble de lo que se consumié en
marzo?

Si dos moviles se mueven a la misma velocidad
constante en la misma linea recta, ien cada
instante qué puedes decir de la distancia que
los separa?

aplicando lo aprendido

(5]

Unidad

Si se deja caer una piedra de una altura de
100 m y si se desprecia la resistencia del aire,
se sabe que la velocidad v de la piedra (medida
en m/s) es una funcién afin respecto del tiem-
po (medido en 's) que se dejé caer la piedra. Si
después de 2 s de soltada la piedra la velocidad
de la piedra es de 18,6 m/s. ;Cual es la veloci-
dad con que la piedra llega al suelo? ;Es v una
funcion lineal del tiempo?

La siguiente tabla muestra la poblacién total
de Chile, segun los censos de 1982, 1992 vy
2002.

1982 11329 736
1992 13 348 401
2002 15116 435

Fuente: Biblioteca del Congreso Nacional de Chile.
www.bcn.cl

(Es la cantidad de gente en Chile una funcién
afin del tiempo?

Si X e y son variables relacionadas en propor-
cion inversa, entonces, ¢es cierto que y es una
funcién afin de x?

Considera los ejes coordenados y la recta L pa-
ralela al eje X, que pasa por el 3 del eje Y. Con-
sidera al drea que hay entre la recta Ly el eje
X, desde el eje Y hasta la recta paralela al eje Y
gue pasa por x. Muestra que el area en funcién
de x es lineal.



- Algebra .

Grafico de la funcion afin

Del curso anterior conoces que la relacion proporcional directa, entre dos varia-
bles x e y implica que existe k positivo tal que y = kx. Veamos un ejemplo en el
siguiente grafico:

N

5.

4 y=3x

3

2 ]

1-

0 - —>
0 1 2 3 4 57X

En nuestro ejemplo mostramos y = 3x, o también y(x) = 3x.

Si un recipiente cilindrico vacio, que se llena con agua a ritmo constante, de tal
suerte que al cabo de un minuto la altura del nivel del agua es 3 cm, entonces la al-
tura del nivel del agua (y) en cada minuto x es y(x) = 3x. Que corresponde al mismo
grafico de arriba. En cambio, si el recipiente ya tenia agua al inicio del llenado, y la
altura del nivel de agua era de 1 cm, entonces la altura del nivel de agua y en cada
instante x sera de y(x) = 3x+1.




Revisemos el siguiente grafico, para el cual hemos usado el software Geogebra
que se puede descargar gratuitamente en www.geogebra.org.

Y A
3 4
2 4
1 4
pa 0 N
N 7
-2 -1 0 1 2
X
-1
-2
N

La recta azul es el grafico de y(x) = 3x y el rojo es el de y(x) =3x + 1. Mas general-
mente, el grafico de y(x) = 3x + n sera la recta que resulta al desplazar rigidamente
el grafico de y(x) = 3x en una medida de » hacia arriba si n es positivo, 0 — n uni-
dades hacia abajo si n es negativo. Es decir, el grafico de y(x) = 3x + n es una recta
paralela al grafico de y(x) = 3x y que corta al eje Y en n.

Con mayor generalidad, si m y n son numeros reales, consideramos las funciones
¥(x) =mx 'y y’'(x) = mx + n, si evaluamos en un punto x, cualquiera y restamos los
valores correspondientes se obtiene:

Y(x,) = y(x,) =mx,+n—mx,=n

Es decir, la diferencia en la direccion del eje Y es constante, no depende del punto
x, donde se evalta. Es decir, las rectas no se intersectaran, a menos que n = 0 que
en ese caso los graficos serian el mismo. Es decir, los graficos de y(x) = mx y de
y(x) = mx + n son rectas paralelas. Por otra parte, como el grafico de y(x) =mx + n
y el gréfico de y(x) = mx + n’ son rectas paralela al grafico de y(x) = mx, entonces
los graficos de y(x) = mx + n'y de y(x) = mx + n’ son rectas paralelas.

Unidad
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Y A ‘
D L
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En el grafico se muestra la recta L, que corresponde al grafico de y(x) = mx y la
recta L’ que corresponde al grafico de y(x) = mx + n, vemos que la distancia entre
Cy D es la misma que la que hay entre 4 y By que como vimos es la misma que
entre cualquier par de puntos que resultan de intersectar una recta paralela al eje Y
con lasrectas Ly L.

Sabemos que para cualquier m € R, el grafico de y(x) = mx es una recta que pasa
por el origen O. Ahora bien si 0 < m’ < m consideremos las rectas que resultan de
los graficos de y(x) = mx y y(x) = m ’x. Entonces al evaluar en x = 1 en ambas rec-
tas obtenemos m y m’ respectivamente en el valor de y. Por lo tanto, el nimero m
produce cambios en el angulo que forma la recta con el eje X. Es decir, cuando se
avanza de 0 a 1 en el eje de las X, en un caso se avanzade 0 am en el eje de las Yy
en el otro caso se avanza de 0 a m " en el eje de las Y. Es decir, en el caso de y = mx
se obtiene una inclinacion mas pronunciada que en el caso y = m x.

—3 —

@ctividades

1. Sim =0, ;cudl es el grafico de y(x) = mx?

2. Sim =0, ;cudl es el grafico de y(x) = mx + n?

3. (Cudl es el &ngulo que forma el grafico de la funcién identidad?
4. ;Es el eje X el grafico de una funcién lineal?
5

. (EselejeY el grafico de una funcion lineal?
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En el caso de la pagina anterior, el &ngulo p mide menos que el dngulo o.

Por otra parte, si m" es negativo, entonces la recta que es el grafico de y(x) = m"x
tiene valores negativos de Y al evaluar en valores positivos de X. En la unidad de
geometria, denominaremos a los puntos que estan arriba del eje X'y la derecha del
eje Y como primer cuadrante, y a los que estan abajo del eje X'y a la derecha del eje
Y como cuarto cuadrante. Por lo tanto, el grafico de y(x) = mx es una recta que pasa
por el primer cuadrante si m > 0 y por el cuarto cuadrante si m < 0.

@:tividades

1. Realiza el gréafico de las siguientes funciones:

a) f(t)=3 b) y(s)=-_ 9 t0-43
d) y(@)=49-3 e) s(f)=%f+3 f) x(f)z_‘fG+6

2. ;Cudl es el &ngulo entre el grafico de y(t) = -ty el gréfico de la funcion identidad?

3. Les el grafico de la funcién y(x)=—%x+3. ¢ Cudl es la funcion lineal cuyo grafico es una recta paralela a L?

4. Un triangulo rectangulo isésceles tiene el vértice del angulo recto en el origen de coordenadas, otro vértice
en la parte positiva del eje Xy el otro en la parte negativa del eje Y. Encuentra una funcién afin cuyo grafico
contenga a la hipotenusa del triangulo.



- Algebra .

Interpretacion de graficos

El siguiente grafico muestra la predominancia del virus VIH-SIDA en personas de
20 a 24 afos en la capital de Uganda. El eje Y muestra el porcentaje de personas de
ese rango de edad con el virus, en el eje X aparecen los afos en que se ha medido
ese porcentaje.

172]

S 40 Introduccion

= de la educacion sobre
$_ B el VIH en los ochenta
=

= 30}

>

<

P 251+

g

= 20+

D

-

é 15 | | | | |

1992 1993 1994 1995 1996
Fuente: OMS.

Notamos que si se mira el grafico superior de izquierda a derecha, va decayendo, es
decir, el porcentaje de gente infectada ha disminuido en el tiempo. Sin embargo se
puede ser mas preciso en el analisis. De hecho, el ritmo de decaimiento es distinto
en los diferentes periodos. Por ejemplo, entre 1992 y 1993, el porcentaje bajé en 5
puntos mas o menos, pero en el periodo 1993 -1995, la disminucion fue de mas de
6 puntos por afio. En el ultimo periodo, de 1995 a 1996, la disminucion fue lenta:
menos de un punto porcentual.

Es importante notar que el ritmo de crecimiento o decrecimiento guarda relacion con
la inclinacion de la recta en cada periodo. Mientras mas inclinada la recta, mayor es
X el crecimiento (o el decrecimiento dependiendo si sube o baja la recta). En general, el
grafico de una relacion entre dos variables no es necesariamente una recta, pero de
todos modos podemos definir el ritmo de crecimiento (o decrecimiento), también se
llama la tasa o razén de cambio o promedio.

En general, si (a,b) y (c,d) pertenecen a un grafico, la razén de cambio promedio
entre esos dos puntos del grafico de y respecto de x, se define como:

IS8

-b

c—da

ectividades

1. Haz en tu cuaderno un gréfico, de una relacién de y respecto a x, que cumpla las siguientes condiciones:
Para x entre Oy 2 el grafico crece. De 2 a 5 se mantiene constante (no crece ni decrece). De 5 a 8 decrece con
razédn de cambio promedio —2 . Seguin tu gréfico, ¢ cuél es la tasa de crecimiento promedio entre Oy 2? y  cual
es la tasa de crecimiento promedio entre 2 y 5?
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Podemos comparar graficos, para muchos casos, sin necesidad de conocer los valo-
res de las variables ni las escalas utilizadas. Por ejemplo, el grafico a continuacion
muestra la variacion porcentual anual del Producto Interno Bruto (PIB) en diferen-
tes anos (desde 1981 hasta 1997), de varios conglomerados de paises.

Asia
\ Paises en
desarrollo

América
I N T T T T N T T T T M T N

1981 83 85 87 89 91 93 95 97

Fuente: FMI

Sin conocer la escala ni los valores, podemos afirmar, a partir del grafico, que los
paises en desarrollo han tenido un crecimiento mayor que los paises africanos, pero
menor que los paises asiaticos, ya que el grafico que representa a los paises en desa-
rrollo esta por sobre el grafico que representa a Africa y bajo el de Asia.

Otro ejemplo mas cotidiano es el siguiente: pensemos en una atleta que participa
en un triatlon. En las tres pruebas su velocidad es esencialmente constante, pero
distinta en cada caso. Nada mas lento que lo que corre y corre mas lento que lo que
anda en bicicleta. El siguiente grafico muestra la distancia recorrida por el atleta en
cada instante.

d/\

~\

ctividades

1. Segun el gréfico superior, ;cudl fue el orden de la carrera? ;Fue “trote - nado - bicicleta”?
2. ;Cuadl prueba le tomod mas tiempo?

3. Si la distancia total fue de 40 km y el atleta la recorrié en 4,16 h, ¢cuél fue su velocidad promedio?
(Nota que en este caso velocidad promedio y tasa promedio es o mismo).



REFUERZO DE LA UNIDAD

actividades finales J

Considera la funcién real f(r) = —_6r+3 . Com-
pleta la siguiente tabla que tiene en la fila de
arriba los valores de r y en la de la abajo las
evaluaciones de r en f.

rlo]| 1 -5 2

fl3]18 2

Si f es una funcion real y f(a) = b, entonces a
es una preimagen de b via f. Si f es una fun-
cion afin y b € R, ;es cierto que b siempre
tiene preimagen via f? JEn cudles casos si? y
ien cuales no?

Los siguientes son los valores de una funcién
afin f en la variable x.

X
f

(Es flineal?

Realiza el grafico de las siguientes funciones:

a) f(t) =3 - 4t
55 -4

b) y(s) = - 5

ofx)= /2 —x
4

d) y(g) = gg -3

_5z+3

e) s(z) =
-X+6

f)y(x)= - E + X

g) f(t) = —t +1
h) f(t) = 5 + 4t

i) f(t) = 3(2 - 4¢)

3
Si f es afin tal que f(1) =5y f(-1) = 5 Con-
sideremos ademas x, y X, cualesquiera en R,
pero distintos entre si. Calcula:
f(x,)—f(
X1 =X

Si g es una funcion afin cuyo grafico es una
recta paralela a f del item anterior. Considere-
mos X, Yy X, cualesquiera en R, pero distintos
entre si. Calcula:

g(x;)—9g(x,)
X, — X,

Si p es una funciéon afin cuyo grafico es una
recta paralela a g del item anterior. Considere-
mos X, y h cualesquiera en R, pero con h = 0.
Calcula:
P(Xo +h)— P(Xo)
h

Si f(t) = mt + n representa la posicion de un
movil que se mueve a velocidad constante,
para cada instante t. ;Qué representa el cuo-
ciente Mpara distintos momentos t;
y t1.7 -1

Considera la tabla de la funcion f:

X
f

(Es f la identidad?

Considera la funcion real f, que a cada nimero
real x lo transforma en

fxX) = x + x(x = 1)(x = 2)(x - 3).

Completa la tabla:

x |1
f

(Es f la identidad? ;Es f lineal? Si, en el item
anterior tu respuesta fue afirmativa, vuelve a
él'y compara las tablas de las funciones. Veras
la funcién de éste item cumple con la tabla del
item anterior, pero no es la identidad.




Los siguientes graficos muestran la relacién en-
tre el peso chileno y el délar y la relaciéon entre
el peso argentino y el délar. Grafica la relacion
entre el peso chileno y el peso argentino.

Ar$

N\ AN

7

Us$ 0,5 ~ Us$ 100
A Jorge, su papd le dio $ 20 000 para que
gaste en Buenos Aires en su gira de estudios.
i Cuantos pesos argentinos equivalen esa can-
tidad de dinero?

Segun los datos y resultados del problema an-
terior completa la siguiente tabla:

100 500 1000 10000 1000000

22

El grafico de abajo muestra el gasto de bencina
de un mismo vehiculo en carretera y en ciudad.
¢Cudl de los dos corresponde al rendimiento
en carretera?

d(km)
N

AN
7

Combustible
(litros)

14

Los siguientes recipientes cilindricos, son llena-
dos con la misma llave, que deja fluir agua a un
ritmo constante. El grafico de abajo represen-
ta la relaciéon entre la altura del nivel del agua
a cada instante t, para cada recipiente. ¢Cual
gréafico corresponde a cual recipiente?

AN
7

t

¢Cbémo serfan los diferentes graficos, si en vez
de la altura, se graficara el volumen de agua
gue tiene cada recipiente en cada instante t?

La siguiente secuencia de figuras se inicia con
4 cuadrados, la segunda figura se obtiene ad-
juntandole a la figura anterior 2 cuadrados més
en los extremos, la tercera figura resulta de ad-
juntar a la segunda figura 2 cuadrados en las
columnas de los extremos y asi se continta con
las figuras posteriores.

a) (Cuantos cuadrados son necesarios para las
figuras sexta, décima y décima octava?

b) Generaliza y descibre la expresién que te
entrega la cantidad de cuadrados para la
n-ésima figura.
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La sucesién muestra una primera figura que es
un cuadrado, la segunda figura se obtiene colo-
cando la anterior y la misma sobre ella, la tercera
figura se obtiene colocando la anterior y la mis-
ma pegada a la derecha, la cuarta figura se ob-
tiene colocando la anterior y la misma sobre ella,
de esta forma se continua con la secuencia.

a) Construye el diagrama que representa la
quinta y sexta figura.

b) ;Cuantos cuadrados son necesarios para las
figuras quinta, décima segunda y vigésima?

¢) Escribe una expresién algebraica que arroje
la cantidad de cuadrados para la figura n.

Determina el valor de la incognita en cada una
de las siguientes ecuaciones:

a) 4Bx-5+3=19
b) 4(x +3)-11(x-7) = 4(5x + 2)
¢ 5(1-x)+4x—-3)=x—-1-(1-x)

1
+_
8
X—2 2x+

e) 2x+1+——= -—=
5 4 3

9 1

f) x—+3+2x=lx
2 3

Encuentra una expresiéon para x en las siguien-
tes ecuaciones:

a) ax-3=b-5(@=0)
b) 2px = 7p?*- 5px (p = 0)
) 5(x+ 1)=3(@a-x)

d) %x—b+6a=—4(x+b)

Sabiendo que la cantidad de diagonales que se

pueden trazar en un poligono de n lados viene

dada por la férmula D = n(n2—3) . ¢Cuantos

lados tiene un poligono en el cual se pueden

trazar un total de 20 diagonales?

La férmula para expresar grados Farenheit en
Celsius es:

5
C=2(F-32).
9( )

a) Escribe los grados Farenheit en funcion de
los grados Celsius.

b) ;Existe alguna temperatura que sea la mis-
ma tanto en Celsius como en Farenheit?
Argumenta tu respuesta.

Sabiendo que a > 0y 0 < b < a, ubica en la
recta numérica: a, b, a+b, b-a, 2ay -3b

Sia<0yb>0, ubica en la recta numérica:

—a,b—ay—%a+b

Los nimeros en la secuencia 3, 8, 13, 18, 23, ...
se obtienen sumandole cinco al término ante-
rior. Y en la secuencia 5, 11, 17, 23, 29, ... los
ndmeros se obtienen sumando seis al nimero
anterior. Ambas secuencias tienen el niumero
23 en comun, ¢cudl es el proximo numero en
comun que tiene estas sucesiones? [Problema
modificado Prueba Timss 2003].

¢Es un multiplo de dos la suma de dos nimeros
consecutivos? ¢Es un multiplo de tres la suma
de tres numeros consecutivos? ¢Es un multiplo
de cuatro la suma de cuatro nimeros conse-
cutivos? ¢Es un multiplo de cinco la suma de
cinco numeros consecutivos? ;Podrias afirmar
gue la suma de n numeros consecutivos es
siempre un multiplo de n? ;Para qué valores de
n es cierto y para cuéles no es cierto? Justifica
tu respuesta.

Dos tinajas contienen la misma cantidad de
vino. Si se pasa 37 litros de vino de una tinaja
a otra, ésta contiene ahora triple cantidad que
la otra. ¢Cuantos litros de vino habia en cada
tinaja inicialmente?




*[Prueba Pisa 2000] Un agricultor planta man-
zanos en un terreno cuadrado. Con el objetivo
de proteger los manzanos del viento planta pi-
nos alrededor de la totalidad del huerto. Aqui
ves un esquema de esta situacion donde se
puede apreciar la colocacién de los manzanos
y de los pinos para cualquier nimero colocar
imagen n de filas de manzanos:

XXX XXXXX XXXXXXX XXXXXXXXX

XX XO® X X0 © X X0 O O oX
XXX X X x X X X

X0 X x0 @ X X0 @ 0 oX
XXXXX X X X X

X0 @ OX X0 @ @ OX

XXXXXXX X X

X®o @ @ oX

XXXXXXXXX

Con la ayuda de un compafero realiza la si-

guiente actividad:

a) Completen la siguiente tabla, tu escribien-
do el nimero de manzanos y tu compafero
el nimero de pinos.

1 8
4

b) Conjeturen y describan, cada uno, una for-
mula para calcular el nimero de manzanos
y otra para el numero de pinos para n filas
de manzanos.

¢) Ahora comparen las formulas que obtuvie-
ron. ¢Existe un valor de n para el cual el
numero de manzanos coincide con el de pi-
nos? Hallen este valor y expliquen cémo lo
encontraron.

d) Supongan que el agricultor quiere agrandar
el huerto con muchas filas de arboles. A
medida que el agricultor vaya haciendo ma-
yor el tamafo del huerto, ;qué aumentara
mas rapidamente, el nimero de manzanos
o el de pinos? ;Por qué?

Desarrolla los siguientes productos y reduce té-
minos semejantes:

a) (2x + 3y)(=3y + 2x) + 2xy(6 — 2y)
b) 2k + 1)? + (2k + 3)
(x - 2y)?
(0 = 3y) +x3(x +y)
(
(

e) (x+ 1) —-x3-1
f) 2x-3)x-1)Xx-2)

9 Gx-y) (2+3)

h) (0,4x + 2,3xy)2

En cada caso suma un nuimero (no una varia-
ble), que permita formar un cuadrado de bino-
mio:

a) x*+ 2x
b) x?+ 4x
) x*-10x
d) 4x?+ 8x
e) X+ x
f) x*-— 5x?

Factoriza los siguientes polinomios:
a) 2ax — 3az

b) 24x? - 12xy

c) 6xy + 2bx + 3ay + ab

d) n® - nm?

e) mx? +4mx + 4m

f) x2+7x+£
4

g) x* + 2x? + 1 (Ayuda: Es un cuadrado de bi-
nomio en la variable).

Muestra que para todo polinomio p de grado
1, existe un numero real o tal que al evaluar p
en a resulta cero.
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Supén que un polinomio p(x) de grado 2, se
puede factorizar en polinomios de grado ma-
yor o igual a 1. Muestra que entonces existe
un numero real a tal que al evaluar p en «
resulta cero.

Supén que un polinomio p(x) de grado 3, se
puede factorizar en polinomios de grado ma-
yor o igual a 1. Muestra que entonces existe
un numero real o tal que al evaluar p en «a
resulta cero.

Supén que un polinomio p(x) de grado 4, se
puede factorizar en polinomios de grado ma-
yor o igual a 1. ;Es cierto que existe un nime-
ro real o tal que al evaluar p en a resulta cero?
(Ayuda: observar el item 29 g)).

Nota que un nimero de dos cifras no lo podemos
anotar ab, pues esa notacion esta reservada
para la multiplicacién de a por b. Entonces, si
un numero n de dos cifras, en el lugar de las
unidades estd a 'y en el de las decenas esta b,
entonces el nimero es n = 10b + a, por ejemplo
31=10-3+ 1. ;Como escribirias un nimero
de 3 cifras? ¢Y de 4 cifras? ¢V de k cifras?

Considera un numero de 4 cifras, digamos
n=1000d + 100c + 10b + a.

a) Muestra que n esigual a
999d +99¢c +9b + (a+ b + c+ d).

b) Muestra que n se puede escribir en la forma
9A +(a+ b + c+d), donde A es un numero
entero. ;Cual es el valor de A en términos
de b, cyd?

Muestra que si la suma de los digitos de un
numero n, de 4 cifras es divisible por 9, en-
tonces n es divisible por 9.

¢Es el resultado anterior, cierto si se consi-
dera un nimero n de cualquier largo?

Muestra que si la suma de los digitos de un
numero n, de 4 cifras es divisible por 3, en-
tonces n es divisible por 3.

¢(Es el resultado anterior, cierto si se consi-
dera un nimero n de cualquier largo?

Elije cualesquiera 3 numeros de
{1,2,3,4,5,6,7,8, 9}y forma todos los nu-
meros de tres cifras que se pueden formar con
esos numeros elegidos, por ejemplo si elegi-
mos 1, 2 y 3, entonces todos los nimeros de
tres cifras con 1, 2, 3 son:

123, 132, 213, 231, 312, 321. Si sumamos
esos numeros resulta 1 332 =6-222.

a) ¢Sera cierto que para cualquier trio que se
escoja y se suman todos los nimeros de tres
cifras que se pueden formar resulta un nu-
mero divisible por 2227

b) Nota que 1 + 2 + 3 = 6. ;Serd cierto que
para cualquier trio que se escoja y se suman
todos los nimeros de tres cifras que se pue-
den formar resulta un ndmero divisible por
la suma de los digitos escogidos?

Si hacemos una caja abierta con un pedazo
rectangular de cartulina de medidas 30 cm de
ancho por 40 cm de largo, recortando un cua-
drado de longitud x en cada esquina y doblan-
do los lados hacia arriba como se muestra en la
figura:

40cm ——

a) Escribe el volimen de la caja en términos de
X.

b) Escribe la superficie de la caja en funcion de
X.

¢) Construye una tabla de datos que muestre
distintos valores para x y los correpondien-
tes de V (volmen). Estima con tus célculos,
;qué valor de x hace mayor el volumen de
la caja?




N\ autoevaluacion )
o

F

(Prueba Timss 2003) Si n es un numero ne-
gativo, ¢cudl de estos niumeros es el mas gran-
de?

a) 3+n
b)3-n
¢ 3:'n
d)3:n

(Prueba Timss 2003) Ciertos segmentos se or-
denan como se muestra en las figuras.

>

>

>

Si se continla la misma secuencia de ir agre-
gando cuadrados, a la izquierda de la figura
anterior, ;cuantos segmentos se usarian para
la figura 10?

a) 30
b) 33
c) 36
d) 39

(Modificacion Prueba Timss 2003)
a+2b=5yc=3.;Cudles el valor de
a+2b+0)?

a) 11
b) 8
c 16

d) No se puede determinar.

o

(5]

(Prueba Timss 2003) Si L =4 cuando K =6y
M = 24, ;cudl de las siguientes opciones es ver-
dadera?

a) L=

L)
K
S

b) L=
¢ L=K-M
dL=K+M

Si el area de un cuadrado de lado a + b se le resta
el area de un cuadrado de lado a — b resulta:

a) 4ab

b) 2a?+ 2b?
c) 2a’-2b?
d) 0

En relacion a la funcion f(x) = 5x — 2 es cierto que:
a) f(-1)=3
f(x)—£(1)

b) La expresion toma diferentes valo-
res para diferentes valores de x = 1.

¢) El grafico de f es una recta que pasa por el
origen.

d) El grafico es una recta paralela al grafico de
y(x) = 5x

¢Cuadl es el valor de 1 5012- 1 5022

a) 1

b) -1

c) 3003

d) -3 003

¢Cudl de los siguientes polinomios es igual a
2 2
()C+y) _(x_y) )

a) 0
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‘Geometria

Al finalizar esta Unidad Temas que estudiaremos
seras capaz de: Ve en esta Unidad:

Caracterizar la estructura y uso de un sistema de

coordenadas rectangular y denominarlo Plano Cartesiano Plano Cartesiano:

Par ordenado, sistema de
coordenadas rectangulares,
representacion de formas
geométricas unidimensionales
y bidimensionales en dicho
plano.

Representar puntos, trazos, triangulos y cuadrilateros en un
plano cartesiano en forma manual o mediante el uso de un
procesador geométrico.

Resolver problemas geométricos de dreas y perimetros de
figuras representadas en un plano cartesiano.

Construir traslaciones y composiciones de traslaciones
utilizando la adicidn de vectores en un plano cartesiano.

. . . desarrolladas en el
Identificar las regularidades presentes en las traslaciones.

Construir, en el plano cartesiano, reflexiones y rotaciones Transformaciones Isométricas:

en forma manual o utilizando un procesador geométrico.
Construir composiciones de reflexiones.

Traslacion, reflexién y rotacién.

Composicion de traslaciones 'y

reflexiones.
Reconocer reflexiones, traslaciones y/o rotaciones en pares

de figuras dadas en el plano cartesiano y fundamentar su
razonamiento. Reconocer las transformaciones isométricas
presentes en distintos tipos de teselaciones.

: L para trabajar la
Caracterizar los aspectos invariantes que se observan en

la aplicacion de reflexiones, rotaciones y traslaciones en un
sistema cartesiano de coordenadas.

Teselaciones.

Analizar los datos necesarios y suficientes para construir
un tridngulo, y relacionar dichos datos con los criterios de Congruencia de triangulos

congruencia de triangulo y las transformaciones isométricas. . .
9 guloy Criterios de Congruencia de

. Tridngulos.
Componery descomponer figuras analizando la 9

congruencia entre sus lados y angulos.

Resolver problemas que involucran congruencias de trazos,
angulos y tridngulos.

Conjeturar y demostrar propiedades de poligonos utilizando

. i Congruencia de Poligonos
la congruencia de tridngulos.
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Unidad

El billar es un deporte, aunque no el Unico, en el que las isometrias
juegan un papel fundamental. De hecho, para ser un buen bi-
llarista no es importante tener
un buen “golpe de mufeca”,

sino poseer unas nociones ba- R .
. ’ ®
sicas de geometria para saber | £ ., 9c

elegir qué golpe dar. El estu-
dio de las isometrias permite

precisar el punto de impacto
en la banda.

Analicemos el caso del “pillo a una banda”, es decir cuando que-
remos pegarle a una bola y forzadamente tenemos que pegarle a
una banda primero para darle a la bola que queremos. Para ello
debemos realizar una simetria, como si la banda fuera un espejo
donde se puede proyectar la mesa. Asi tenemos que trazar la tra-
yectoria de la bola blanca a la bola 5 de la mesa proyectada para
determinar el punto de golpe
en la banda, el cual permitira
pegarle a la bola 5. ;Puedes
determinar otros puntos en las

. 66,2°
bandas los cuales permitan pe-

*5: 5
garle a la bola 5 o a otra? 66.2
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b) 5d
12d
13d

Determina la transformacion isométrica que se aplicé a la figura para obtener A, B, Cy D.

" e
9 @ & O

Sefala en cual o cuales de los siguientes casos la informa-
cion que se entrega permite construir inequivocamente
el tridngulo que se pide y en cudles no. En caso de no
entregarse la informaciéon necesaria, explica por qué di-
cha informacion no permite determinar el tridangulo.

a) a=% cm; y =45 b=4,6 cm
b) a =40"; ¢=4cm; =50

<) a =305 p =607y =90°

Observa la figura de la derecha y responde:

a) ¢Qué transformacion isométrica se le aplicoé a la re-

gion naranja sin letra para obtener la region A? ;Y

para obtener la regiéon C?

b) A lafigura A se aplico una rotacion para obtener la re-

gion D. Determine el punto y el dngulo de rotacion.

C
‘




Unidad

n Ubiquémonos: sistema de referencia

En muchas situaciones necesitamos referirnos a un lugar y para ello indicamos
puntos de referencia y un numero para lograr la ubicacion del lugar, como por
ejemplo en un tablero de ajedrez, se usan las letras de la ¢ a la / para identificar las
columnas del tablero y los numeros del 1 al 8 para identificar sus filas. Es asi como
cada movimiento se indica por la letra inicial de la pieza que se mueve (T: torre, R:
rey) seguido por la casilla a donde llega la pieza. Es asi por ejemplo, que si move-
mos la torre a la posicion a7 entonces dicho movimiento se anota T a 7. Con esta
técnica, los jugadores pueden anotar sus jugadas, en los partidos, o simplemente
comunicarle a su adversario las coordenadas de la pieza que piensa mover y este
sabe exactamente cual sera la nueva configuracion del tablero.

= N W A 1N

Abhora recuerda las ubicaciones del tablero de ajedrez para ayudar a Amaru a ubi-
carse en el mapa de Talca. El se encuentra en una esquina de la Plaza de Armas,
en la interseccion de las calles 1 Sur con 1 Oriente. Necesita llegar a la tienda en
que trabaja uno de sus tios. Para ello le pregunta a un transeunte: ;cuantas cuadras
me faltan para llegar a esta direcciéon? Mientras le muestra un papel que tenia es-
crita la interseccion de las calles en que se encontraba la tienda, el transeunte le
responde, “te faltan 5 cuadras”. Marca en el mapa la ubicacion de la tienda del tio

Rg8
de Amaru. primero segundo
Ta7
tercero
Rg2

Juegan las blancas

Tres primeras jugadas para un
Mate de Torre Rey contra Rey

Jantate con 3 compaiieros mas y responde: ;Todos marcaron el mismo punto en el
mapa? La informacién proporcionada por el transeunte, ;fue suficiente?, ;a cuan-
tos lugares diferentes podria haber llegado Amaru? La interseccidon de las calles
donde est4 ubicada la tienda es 3 Norte con 4 Oriente, ;podria haber llegado Amaru
a este punto sin pedir ayuda a otra persona?, ;qué referencia hubieses usado ti para
llegar a esta direccion?

MATEMATICA 10 Medio
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RENE DESCARTES
(1596-1650)

Filosofo, matematico y
cientifico francés.

Descartes fue uno de los
primeros filosofos moder-
nos. En 1637 publico su
gran obra “Discurso del
método para conducir
bien la razon y buscar la
verdad en las ciencias”,
en la que figuran La
Dioptrica, Los Meteoros
vy la Geometria, siendo
esta ultima un apéndice
de dicha obra. En La
Geometria aparecen
las ideas sobre lo que
hoy se conoce como
sistemas de coordena-
das cartesianas debido
a la forma latina de su
apellido Cartesius.

@ctividades

En todas las situaciones anteriores hemos considerado dos elementos para dar una
ubicacion, la direccion (recta) y una unidad de medida (cuadra). En general en un
plano, para dar un sistema de referencia se consideran dos rectas (denominadas ejes
de coordenadas) que se cortan en un unico punto que usualmente se denota con la
letra O y se denomina origen (en el caso de Talca, fue la plaza). Sobre cada una de
estas rectas se toma una unidad de medida, no necesariamente la misma en ambos
ejes (en el caso de Talca, fueron las cuadras). Al fijar una unidad de medida en uno
de los ejes, tomamos la longitud del segmento como la unidad. De esta manera, en
ese eje, tenemos una correspondencia con los numeros reales. De la misma forma
se procede con el otro eje. Este par de rectas con sus respectivas unidades de medi-
das, es lo que se llama sistema de Coordenadas Cartesianas en el plano.

Yo 4 Dado un punto P del plano, al tra-
zar por P paralelas a los ejes, éstas
cortan a dichos ejes en puntos a
los que podemos asociar nimeros
reales que se denominan coorde-
nadas del punto P. También se tie-
ne que: dados dos nimeros reales
x e y podemos asociar un unico

punto en el plano cuyas coordena-

! das son el par ordenado (x,y). El

{ ordenadas del punto P

EJES DE LAS ORDENADAS

A

N}
1
—_

01 2 3 4 5 6X parordenado (x,y) tiene en primer
° lugar a la abscisa x y en segundo

origen EJES DE LAS ABSCISA
lugar a la ordenada y.

Observemos que los ejes particio-
nan al plano cartesiano en 4 zonas,
las cuales llamaremos cuadran-

A tes. Asi tenemos 4 cuadrantes.
/ Recuerda que ya habiamos utili-
o zado el plano cartesiano en otras
< 1 > oportunidades, como por ejemplo

¥ cuando graficamos la ecuacion
afin de una recta.

1. Di sin dibujar, en qué cuadrante estan situados los puntos A(4;1), B(3;5), C(=1;4) y D(0;0). Luego dibuja
los puntos y une los puntos con segmentos. ;Qué figura geométrica es la que trazaste? ;Como puedes

comprobarlo?

2. ;En qué cuadrante puede estar situado un punto si la abscisa es positiva?

3. ¢Qué signos tienen las coordenadas de los puntos situados en el segundo cuadrante? (En el tercer cua-
drante? ;Y en el cuarto cuadrante?

4. ;Cual es el lugar geométrico de los puntos cuya ordenada es 5? ; Cudl es el lugar geométrico de los puntos

cuya abscisa es =27



Unidad

Figuras en el Plano Cartesiano

Amaru estd en el liceo haciendo una tarea de geometria que consiste en trazar un
triangulo equilatero ABC de lado 3 unidades, en el plano cartesiano, tal que el vér-

tice A se encuentre en el origen y el lado AB se encuentre en el eje de las abscisas.

, , En general, para establecer
(Como lo hara Amaru? : 5

un sistema de coordenadas
en el plano basta con que

Procedimiento de Amaru S C se den dos curvas que se
o . o ’ cortan en un Unico puntoy
El coloco elr VCI’t}CG Benel puntf) (%e coordenadas (3,0), =, / \ ina unidad de medida en
luego penso, (donde trazo el vértice C? Amaru recor- / \\ cadlE U Gl @SS EURES,
do que la altura A, cae en forma perpendicular en el | / h \ Ahora podemos pensar el
. s , / \ plano como una red deter-
punto de medio del lado AB, de ello concluy6 que la o5/ \ e e
abscisa de la coordenada del vértice C es la mitad del = / & paralelas prefijadas.

. .3 . .
lado del triangulo, es decir 5 unidades. ;Por qué pensé

eso Amaru? El lo pens6 porque faltaba la ordenada del
vértice C'y por lo tanto utilizo el Teorema de Pitagoras,
planteando la siguiente expresion:

BC2 = T-i‘hcz

Asi Amaru determind que la ordenada del vértice es

32

N2 unidades. ;Cuales son las coordenadas del vér-
2

tice C?

Amaru necesita saber cuales son todos los puntos del
plano que estan a 3 unidades del origen del Plano Car-
tesiano. ;Como podra determinarlo? Amaru responde
hay que usar Pitagoras otra vez, planteando la siguiente
expresion.

donde x e y representan las longitudes de los catetos del
triangulo rectangulo formado. Los puntos pertenecen a
una circunferencia de radio 3 unidades.

@ctividades

1. Determina las coordenadas de todos los puntos del plano cartesiano donde se pudo haber trazado el vér-
tice C del primer problema.

2. ;Cual es el lugar geométrico de todos los puntos del plano cartesiano tal que su abscisa es el doble de su
ordenada mas uno? Grafica el lugar geométrico.

3. Determina la expresion que deben satisfacer todos los puntos del plano cartesiano que estan a dos unida-
des del punto de coordenadas (-1,1).
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Visualizando el Plano Cartesiano
con Geogebra

En la red de Internet hay muchos programas que permiten visualizar el plano car-
tesiano. Entre estos programas estd el Geogebra, el cual puedes descargar de la
pagina www.geogebra.org

Para que aparezca en la zona grafica la cuadricula, debes hacer clic secundario y
activar la opcion de cuadricula.

El geogebra te permite colocar puntos en cualquier parte del plano cartesiano. Para
ello debes activar el boton de punto, asi podras ver en la descripcion de los objetos
definidos en la zona grafica, las coordenadas del punto que definiste en el plano
cartesiano.

También geogebra permite construir figuras geométricas, como por ejemplo un
tridngulo isosceles ABC de altura 5 unidades y base 4 unidades con el vértice 4 en
las coordenadas (0,1).

Podemos observar que se puede construir mas de un triangulo con las condiciones
dadas. ;Cuantos tridngulos mas se pueden construir con las condiciones dadas?

@ctividades

1. Construye ayudandote del programa Geogebra un cuadrado ABCD de lado 5 unidades, tal que cada
uno de sus vértices se encuentre en cada cuadrante. ; Cuantos cuadrados se pueden construir?

2. Construye un rectangulo ABCD cuya area es de 6 unidades cuadradas y los vértices A y B tengan coor-
denadas (1,-2) y (3,0) respectivamente. ; Cuales son las posibles coordenadas de los vértices Cy D?



aplicando lo aprendido

Descifra la palabra que esté escrita en el plano
cartesiano:

(6.2),9,2),(12,1), (12
@-1), (1,1, 1,1, (-
(5.2), (12,2), (91)(0
(=2,2), (=2,1), (0,0 2
(12,)(12 2)
(-
(

=, ©=1), (510
7,-2)

Sefala qué figura geométrica es la que esta de-
terminada por los puntos (1,-2), (4,-2)y (4,2).
Ademas calcula su perimetro y area.

Los vértices de un cuadrilatero son los puntos
(1,4), (7,4), 9,7) y (3,7). Prueba que el cuadri-
latero es un paralelogramo y calcula su area.

Dos de los vértices de un triangulo equildtero
son los puntos (=1,1) y (3,1). Determina las
coordenadas del tercer vértice.

Determinar el lugar geométrico de todos los
puntos del plano cartesiano tal que la ordena-
da més 3 es igual a la abscisa menos 1.

Los puntos A(=2,1), (O,%) y (7,4), pertenecen a
una recta. ;Cual es la expresion algebraica de

la recta?

Sean los puntos O(0,0) y A(6,—4). Determina
el punto medio del segmento AO . Determina
el lugar geométrico de todos los puntos que
estan a igual distancia de los puntos Ay O.

0]o0
I_.I I.I I2 I3 I4 Is |6
1 N\
N
] \
3 N\

(8]

Unidad

El punto (2,-1) es el centro de una circunfe-
rencia que es tangente al eje de las ordenadas.
Determina la expresion algebraica de la circun-
ferencia.

1
N

y

-4

El hexagono regular OABCDE, tiene el vértice
O y A en las coordenadas (0,0) y (3,0). Deter-
mina las coordenadas de los demas vértices.

D

5

AT
\

a) Determina la circunferencia inscrita al
hexagono.

b) Determina la circunferencia circunscrita
al hexagono.
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ectividades

1. En la cuadricula traslada la casa segun el vector U= (5,2). ;Dénde queda la casa con respecto a la anterior?

Mingaco de traslado

Lautaro Montafia, quiso cambiarse de ciudad, pero queria llevarse la casa con él
hacia el norte, asi que program6 una minga para trasladar la casa. Uno de los pro-
blemas que se le presenté a Lautaro fue el rio, el cual tenia una corriente de 4
kilémetros por hora de oeste a este, mientras que el bote tenia una velocidad de 6
kilémetros por hora. ;Donde llegé la casa de Lautaro?

La velocidad de la casa en la direccion del rio puede ser representada por una flecha
de longitud 4 en el eje X del plano cartesiano, y la velocidad en la direccion perpen-
dicular por una flecha de longitud 6 en el eje Y.

Asi representamos la velocidad resultante de la casa como la flecha roja que parte
en el origen del plano cartesiano y termina en el punto de coordenadas (4,6).

Esta velocidad resultante, no puede ser descrita por un simple niimero. Esta flecha
queda determinada por su longitud, denominada médulo que vale 2J13 unidades,
por su direccion, la de la recta que pasa por los puntos O y A y por su sentido O
hacia 4.

Estas magnitudes reciben el nombre de Magnitudes Vectoriales y se representan
mediante un vector geométrico o flecha.

En lo que sigue denotaremos a los vectores del plano cartesiano mediante una letra

minuscula con una flecha encima como por ejemplo u . Los vectores son identifi-
cados por las coordenadas del punto terminal las cuales se denominan componen-

tes del vector. Por ejemplo el vector v = (4,6).

Notamos que al hacer la minga, Lautaro traslado rigidamente la casa para dejarla al
norteste de donde se encontraba, pero para especificar exactamente donde quedaria
la casa fue necesario modelar las velocidades en el plano cartesiano por medio de
vectores, los cuales quedaron identificados por sus componentes. Asi la casa de
Lautaro se trasladé 6 km hacia el Norte y 4 km hacia el Este de donde estaba.

2. Traslada la casa que obtuviste del traslado anterior segun el vector W= (1,2). iDénde queda ahora la

casa?



Las traslaciones las anotaremos 7 p); donde el par ordenado (a,b) denota las com-
ponentes del vector de traslado, lo que se entiende por trasladar ¢ unidades en la
direccion horizontal y b unidades en la direccion vertical. Asi si a es positivo se
traslada a lugares a la derecha, pero si a es negativo se traslada a puestos a la iz-
quierda. Del mismo modo, si b es positivo se traslada b puestos hacia arriba y si b
es negativo se traslada b puestos hacia abajo.

Por ejemplo, vemos abajo que hemos trasladado la casa de Lautaro segutn la trasla-

cion 7(~12,-3) o bien, T , donde v= (—12,-3), es decir, 12 puestos a la izquierda
y 3 puestos hacia abajo.

12
<€ N

rAN
=

Podemos pensar las traslaciones como movimientos de todo el plano, es decir, to-
dos los puntos del plano se mueven segun indica la traslacion. Si la traslacion dice
que se muevan 3 puestos hacia arriba y 2 puestos hacia la izquierda, entonces todos
los puntos se mueven en esa direccion.

(Qué pasa si a la casa trasladada, le aplicamos la traslacion 7(—12, —3)?

ectividades

Unidad

rﬁmm_

;Cual es la accién de la
traslacion Tp)? y ide
la traslacion T q? vy
(de la traslacion T g g)?

o importante

Lo que resulta al aplicar
una traslaciéon a una
figura o un punto se
llama la imagen de la
traslacion a esa figura o

a ese punto.
—

1. (Cudl es la traslacion que permite ir de A hacia A'? ;Cudl es 4 .A’
la traslacion que permite ir de A" a A? ;Cual es la relacion 3]
entre estas dos traslaciones? 2
2. En general, ;qué ocurre si aplicamos la traslacion T(a.p) al Pl !
plano y luego la traslacion T(_a _p)? S S N U U O D Y G
65 -4 -3 -2 -1 _¢[172737 4 5
3. Traza los vectores de traslacion de A hacia A"y de B hacia _2"
B’. ;Los vectores tienen la misma direccion? ;Los vectores T .
tienen el mismo sentido? ¢Los vectores tienen el mismo mo- 31 o8
dulo? ;Qué figura geométrica determina los puntos ABB'A"? 44
¢ Tiene alguna relacion la figura geométrica con el sentido, 51
orientacién y modulo de los vectores antes determinados? B 6
-7
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Consideremos un trazo cualquiera AB y apliquémosle una traslacion 7; que lo

transforma en el trazo A’B’; como muestra la figura:
A

B

Marquemos la perpendicular a AA que pasa por B; y denotemos por C la intersec-
cion de esas rectas. Del mismo modo, D es la interseccion entre BB’ y su perpen-
dicular. Como AA’ mide lo mismo que BB’ se tiene que, BC mide lo mismo que
A'D y que AC mide lo mismo que B'D.

Por lo tanto los triangulos ABC y A'B'D son rectangulos y tienen dos catetos
iguales, por el teorema de Pitagoras las hipotenusas miden lo mismo, por lo tanto

AB mide lo mismo que A’B’: Resumiendo, tenemos la siguiente propiedad de
las traslaciones: C

Las traslaciones preservan la distancia entre dos puntos.

@ctividades

* Esta actividad esta dirigida a demostrar que las traslaciones preservan dngulos: Dibuja un angulo cualquie-

ra y trasladalo.

Debemos demostrar que el angulo rojo ZACB mide lo mismo que ZA'C'B".
a) Nota que CC'B'B es un paralelégramo, lo mismo que CC'A'A. ;Por qué?

b) Como los angulos opuestos en un paralelégramo miden lo mismo, muestra que ZLACC'=y y que
ZA'C'C=p.

¢) Demuestra que el ZA'C'B'=6+ . Como los angulos opuestos en un paralelogramo son suplemen-
tarios (suman 180°). Muestra que 6 =180° —a y que B=180°—7.

d) Demuestra que ZA'C'B'=5+ =360°—(a+7).

e) Demuestra que el angulo rojo mide 360° — (e + 7). Concluye que el angulo rojo mide lo mismo que el que
resulta de la traslacion.



Como hemos visto hasta ahora, las traslaciones tienen la propiedad que transfor-
man un trazo en otro del mismo largo, y si dos rectas se intersectan las traslacio-
nes las transforman en dos rectas que se intersectan, formando el mismo angulo,
es decir:

Las traslaciones preservan dngulos y distancias.

Es por esto que decimos que la traslacion es una transformacion isométrica,
pues mantiene medidas (Iso = igual, Métrica = medida). Existen otras transfor-
maciones isométricas que veremos mas adelante. También se le llama un movi-
miento rigido del plano, pues mueve el plano sin encoger o dilatar; mueve todos
los puntos rigidamente.

Composicion de Traslaciones

Consideremos ahora, el caso de aplicar dos traslaciones, una después de la otra:
En la imagen de al lado vemos que al tridngulo le aplicamos primero la traslacion
T =T,y luego, a la imagen que resulta se le aplica la traslacion 1=T_; _s).

Notamos entonces que el tridngulo quedo definitivamente un puesto a la derecha y
cuatro hacia abajo de su posicion inicial. Es decir, resultod lo mismo que si desde el
inicio hubiésemos aplicado una sola traslacion: la traslacion T; .

Generalmente, si al punto (x, y) se le aplica la traslacion 7, ,, resulta (x +a,y +b), si
ahora le aplicamos al resultado la traslacion 7, ;) resulta (x+a+c,y+b+d), que
es lo mismo que aplicar al punto (x, y) la traslacion 7", . 1.4

Ademads, hay que notar que resulta lo mismo que si se aplican las traslaciones en
el orden inverso.

Si aplicamos dos traslaciones, una después de la otra, el orden no
importa y ademads es lo mismo que aplicar una sola traslacion.

De lo anterior, podemos pensar en las traslaciones y en general en todas las trans-
formaciones isométricas que veremos, (como maquinas que transforman puntos
del plano en otros puntos del plano). Los puntos entran por la derecha de la ma-
quina, la maquina trabaja y entrega un resultado por la izquierda. Por ejemplo, la
siguiente maquina representa la traslacion 7(g p).

(x,y)
(a+x,b+y)

Unidad

0 importante

Notamos que T (a,b)
aplicado a (x,y) resulta
el punto (x+a, y+b).
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Aplicar dos movimientos rigidos, uno después de otro, es concatenar estas ma-

quinas.
| ' g# P
P
J I

Es decir, si el punto P es transformado por la traslacion / en P’y luego otra isome-
tria transforma P’ en P"; entonces las isometrias / y J concatenadas, transforman
P en P". O sea, el resultado de la primera maquina es la “materia prima” de la
segunda maquina.

Cuando concatenamos dos isometrias, U y V en el orden de aplicar primero Uy
luego V; decimos que la isometria resultante es la composicion de U con V'y la
anotamos VU o también } o U; y quiere decir que si aplicamos a VU a un punto P
el resultado es aplicar V al resultado de aplicar U a P. Es decir,

Vu(p) = (up))

En este lenguaje tenemos que la composicion de dos traslaciones es una traslacion,
mas precisamente

Tap) © Tied) = Tiateprd) = Tiedy © Tia,b)

Lo que hemos hecho anteriormente es sumar dos vectores, obteniendo un tercer
vector, asi entonces podemos decir que:

La suma de los vectores del plano a= .9y b= (7,s)
es el vector a+b= (p+r qg+ts).

@ctividades

1. Dibuja un cuadrado que tiene vértices A(0,0); B(1,0) y C(1,1): ;Cuél es el otro vértice?
Después de una traslacion el vértice A se transformé en A'(=3,5): ¢ Cuales son las coordenadas de todos
los otros vértices? Después de otra traslacion el vértice A' se transformé en A"(4,1): ; Cudles son las coor-
denadas de los otros vértices? ¢Cual es la traslacion que lleva a A a A"?

2. La concatenacion de maquinas de al lado estd compuesta por la
maquina azul, que es la traslacion T 1) y otra maquina que es la
traslacion T (4 1):

a) ¢Cual punto entrega la maquina por la izquierda, si por la de-
recha entra (0,0)? ¢y (1,1)? ¢y (0,=1)? ¢y (1,-1)?

b) (Cual punto debe entrar para que la maquina entregue (0,0)?

¢) ¢Hay algun punto tal que cuando entra por la méaquina sale el mismo?



Unidad

aplicando lo aprendido

Dibuja en el plano cartesiano el trapecio ABCD de coordenadas: A(-2,2); B(-1,5); C(3,6); D(1,0).

a) Dibuja la imagen A'B'C'D" del trapecio ABCD por la traslacion T _3).

b) Dibuja la imagen A"B"C"D" que resulta al aplicar la traslacion T(_1 _4) al trapecio A'B'C'D".

c) (Existe una traslacion que lleve el trapecio ABCD en el trapecio A"B'"C'"D"? Si la respuesta es afir-

mativa escribe dicha traslacién.

Dado el cuadrado de la figura:

@ D

a) Dibuja la imagen que se obtiene al aplicar al cuadrado ABCD la traslacion T(g 3). Nombra los vértices
de esta imagen con las letras A'B'C'D".

b) Al cuadrado A'B'C'D" aplicale la traslacion T(p 3). La imagen resultante la denominaremos con los
vértices A'B'C'D".

¢) ¢Cual traslacion debes aplicar al cuadrado A"B"C"D" para que el vértice A" quede en el origen de

coordenadas?

Traslada la figura ABCDE sabiendo que la imagen del vértice A es A'. ;Cual es la traslacion?

AI
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G Reflexiones

Si pones una figura frente a un espejo, ésta se ve al revés, es decir, la mano derecha
se ve enfrente en la misma posicion, pero para la persona del otro lado del espejo
es su mano izquierda. Sin embargo, si respeta la distancia, es decir, lo que esta mas
cerca del espejo se ve como si estuviera mas cerca.

La accién de dar vuelta una transparencia es la misma accion que reflejar en un
espejo; por ejemplo: la siguiente imagen la puedes pensar como que la linea azul es
un espejo que refleja lo de la izquierda en la derecha o también que la transparencia
de la izquierda se dio vuelta segun la recta azul.

C B B’ C’

D A A’ D’

La operacion de dar vuelta una transparencia o reflejar en el espejo se llama re-
flexion y consiste en lo siguiente:

* Considera una recta L cualquiera.

» Para cada punto P del plano, se debe considerar la recta perpendicular a la
recta L que pasa por P, y que llamaremos L.

» Mide la distancia de P a la recta L.

» Ubica P’al otro lado de la recta L, sobre L'y a la misma distancia de L.

Decimos que P’ es el reflejo de P respecto a la recta L. También decimos que P'es
la imagen de P por la reflexion respecto a L.

actividades

1. Si aun punto P se le aplica una reflexion, resulta P*, ;qué le pasa a P’ si se le aplica la misma reflexion?

2. ;/Qué les pasa a los puntos de la recta L cuando se les aplica la reflexion respecto L'?

3. Si el punto P(3,4) se refleja con respecto al eje Y y el resultado se refleja respecto del eje X, ¢cuéles son
las coordenadas del punto que resulta?




Unidad

Cuando estudiamos las traslaciones, vimos que éstas preservan la distancia y los
angulos. Ahora veremos que las reflexiones tienen la misma propiedad. Partamos
con la distancia. Consideremos dos puntos 4 y B y reflejémoslos respecto de una
recta L, como muestra la figura.

B C P D B

Nombramos por 4"y B'las imagenes de A y B. El punto C es la interseccion de la
recta BB' con su perpendicular. Respectivamente D denota la interseccion de la
perpendicular con BB'.

Como AA' y BB' son paralelas se tiene que AC = A'D.Ademas, como PC=PD
y como PB=PB' se tiene que

BC=B'D
Entonces, los tridngulos rectdngulos AACB y AA'DB' tienen catetos que miden lo
mismo, por lo tanto sus hipotenusas miden lo mismo. Luego:

AB=A'B'
Por lo tanto

Las reflexiones preservan distancias.

Es cierto que las reflexiones preservan angulos, pero la explicacion del porqué de
esto serd un interesante ejercicio para que tu lo realices.

actividades

Realiza la reflexién a Ay a B, respecto de recta CH. Cea C'
Obteniendo A’ y B’, respectivamente. Traza las rectas e
ABy A'B'.

1. ;Por qué esas rectas se intersectan en la recta de
reflexion? ;Por qué CB=C'B’? ;Por qué

AB=AB’? B_Ic AN
. . a H X
2. Nota que ay b son complementarios. Explica por
qué b = ¢ = f. Explica también por qué a=d = e.
(Es cierto que a = x? b
A ® ul {1 e N

3. Demuestra que la reflexién preserva angulo. P
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ectividades

Figuras simétricas

Por lo visto anteriormente y por las actividades que has realizado, se puede
decir que:

Las reflexiones preservan angulos y distancias.

Por esta razon, al igual que las traslaciones, las reflexiones también se denominan
isometrias 0 movimientos rigidos, porque mueven las figuras sin distorsionarlas,
sin apretarlas ni expandirlas.

Hay figuras que si se reflejan respecto a una recta que las atraviesa, resulta la misma
figura idénticamente igual.

Por ejemplo, si a un cuadrado lo reflejamos respecto a una de sus diagonales, se
obtiene el mismo cuadrado, pero en cambio, si tomamos un tridngulo escaleno, y
lo reflejamos respecto una de sus transversales de gravedad, no se obtiene el mismo
triangulo. En la figura el triangulo reflejado es el azul, y como vemos, no coincide
con el tridngulo original.

A la recta que hace que al reflejar una figura resulte la misma se denomina eje de
simetria de la figura, por ejemplo en la figura de la izquierda, la recta L es un eje
de simetria del cuadrado, en cambio L' no es un eje de simetria del triangulo.

A continuacién mostramos algunas imagenes simétricas, la recta pintada encima
muestra el eje de simetria. En el segundo ejemplo la imagen es simétrica si no con-
sideramos las imagenes de adentro, y solamente nos fijamos en el contorno.

1. (Es un rectangulo simétrico respecto a la recta que une los puntos medios de los lados opuestos?

2. ;Es un pentagono regular simétrico respecto a la recta que une un vértice con el punto medio del lado

opuesto?

3. Determina la expresion algebraica del eje de simetria del triangulo rectangulo con vértices en los puntos
de coordenadas A(0,0), B(8,0) y C(0,8).



Unidad

aplicando lo aprendido

0 Dibuja la imagen que resulta al reflejar las si- 9 Determina la expresion algebraica de los ejes
guientes figuras con respecto a la recta L dada de simetria del cuadrado ABCD.
y luego, a las imagenes obtenidas aplicales la
traslacion T_p _p):

a)

e H
v

o = N W | OV

A
3 (4 (506 17 18 |9

1
—_

01 2 10

b) 0 Supongamos que tenemos una recta horizon-
tal L que pasa por el punto (0,b), donde b es

\ \ un numero entero. Ubica un punto P(x,y) arri-

ba de la recta L. Si reflejas este punto P con

\ \ respecto a L, ¢cudles son las coordenadas de

\ \ P’? Escribe las coordenadas de P* en términos

\ \| dex,yob.

© Determine las coordenadas del cuadrado, tal
que uno de sus ejes de simetria tiene como
ecuacion 6x + 2y = 8, y uno de los puntos me-

9 Al triangulo ABC se le aplica una reflexion con dios de los lados tiene coordenadas (3,0).
respecto a la recta de ecuaciéon x = —6. Deter-

mina las coordenadas del triangulo A'B'C".
@ Determine las ecuaciones de los ejes de sime-

tria del octdgono regular que esta contenido

en los cuadrantes | y II, tal que las coordenadas
B A y B del octagono son (-1,0) y (1,0) respecti-
/“ vamente.

Sabiendo que las ecuaciones de los ejes de si-
metria de una figura geométrica que tiene so-
lamente dos ejes de simetriasonx =2 ey =0,
determine a que figura corresponde y determi-
ne las coordenadas de al menos una figura.

S = N w b 10
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Rotaciones

Hemos visto disefios que se generan por traslacion o por reflexion. Sin embargo,
existen otros para los cuales estos “movimientos” no bastan. Por ejemplo, observe-
mos el siguiente disefo, del mas famoso artista que utiliz6 los movimientos rigidos
para desarrollar sus trabajos, Maurits Cornelius Escher (1898-1972).

MAURITS CORNELIS
ESCHER
(1898 - 1972)

Comenzo estudios de

Arquitectura, pero alli

se dio cuenta de que su

auténtica pasion eran

las artes grdficas. Tras

dos aiios en la escuela

de arte, obtuvo una es-

pecializacion en técnicas

grdficas y trabajo en Como vemos, la figura del personaje se rota en un angulo marcado por las lineas
madera. Luego viajo azules. No es una reflexion ni tampoco una traslacion.

por el sur de Francia,

Espaia e Italia, donde En general, si consideramos un punto O y un dngulo ¢, la rotacién de dngulo oty
encontro inspiracion centro O, a cada punto P le asocia el punto P’ del siguiente modo:

para su obra.

A lo largo de su carrera, * Construimos la circunferencia de centro O, que pasa por P.
Escher se centro en el R OP
arte de la estructura. Sin
embargo, sus primeras

Marcamos el dangulo « de modo que el radio OP sea uno de los rayos del
angulo. (Medimos los angulos en sentido opuesto a las manecillas del reloj,
a menos que se diga otra cosa).

obras retrataban de for- ; — ) .
ma realista los paisajes » Elrayo que forma el angulo & y no es OP intersecta a la circunferencia en un
vy la arquitectura que punto, ese punto es P".

encontro en sus viajes.

“Con frecuencia me sien- o\

to mas préximo a los p P

matematicos que a mis P’
colegas los artistas”.

M.C. Escher.

@ctividades

1. ;Por qué existe una sola circunferencia de centro O y que pasa por P?

2. Consideremos dos puntos en el plano, digamos P y P, ;es cierto que existe una rotacion que lleva P en
P'? ¢Es la Unica?

3. Sirotamos todos los puntos del plano en torno a O, con angulo a, ;qué le pasa a O?

4. Sirotamos en torno a O todos los puntos del plano en 3609, ;qué le pasa a cualquier punto P?



Unidad

Vimos que las reflexiones y las traslaciones preservan las distancias y los angulos.
Fue por eso que las llamamos movimientos rigidos o isometrias. La verdad es que
la rotacion pertenece al mismo grupo, es decir, la rotacidon es una isometria. La de-
mostracion de esto no la daremos en este texto, pero es importante que investigues
para conocer por qué este resultado es cierto. Entonces:

Las rotaciones preservan distancias y angulos.

Este resultado permite rotar poligonos de forma muy simple. Como preservan an-
gulos y distancias basta rotar los vértices de un poligono y luego unir los vérti-
ces rotados para obtener el poligono rotado. A continuacion vemos la rotacion de
un triangulo equilatero AABC, cuya imagen es el triangulo, también equilatero,
AA'B'C'.

Es importante notar que
el arco AA'no es igual al
arco BB' , pues pertene-
cen a circunferencias de
distintos radios. Sin em-
bargo, el angulo £BOB'
es el mismo que el an-
gulo ZAOA'que corres-
ponde al angulo de la

rotacion.
— |

A '

@ctividades

-1 0 1 2

Rota el cuadrado en torno al origen con un angulo de 90°.
Rota el cuadrado en torno a (=2,0) con un angulo de 180°.

Rota el cuadrado en torno a (-3,1) con un dngulo de 270°.

P W N =

Al cuadrado que te resulté en el problema 1 aplicale la traslacion T4 4). ¢Se puede hacer lo mismo con un
solo movimiento?

5. Aplicale la rotacién de centro (=3,1) y angulo 90° al cuadrado inicial, pero en el sentido de las manecillas
del reloj. Compara tu resultado con el del problema 3.
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A la rotacién de centro O
y angulo %,la anotamos

R(O,a)

ectividades

{Como rotar un punto?

Para realizar una rotacion, necesitaremos un compas, un transportador y una regla.
Con el compas haremos las circunferencias, con el transportador marcaremos los
angulos y con la regla marcaremos los radios.

Si queremos rotar P, en torno a O con un angulo &, (nosotros lo haremos con un
angulo de 40° segun el sentido de las manecillas del reloj, para fijar ideas) marca-
mos la recta OP con la regla. Luego pondremos la marca de inicio del transporta-

dor en el punto O y marcando 0° en la recta OP .

Enseguida, marcaremos el angulo oy con la regla trazaremos la recta L que pasa
por Oy por la marca que acabamos de hacer.

Luego con el compas haremos la circunferencia con centro O y radio OP . Entonces
la rotacion del punto P sera la interseccion de la circunferencia y la recta L.

NAC

Existen figuras que al rotarlas, segun cierto angulo que no es un multiplo de 360°,
se obtiene la misma figura. En ese caso decimos que la figura tiene Simetria Ro-
tacional. Las de arriba tienen simetria rotacional en torno a su centro de gravedad.
En cada caso, ;cual es el angulo de rotacion que permite que quede la misma figura
después de rotada?

1. Rota el triangulo equildtero en torno a A, en un angulo de 60°. Haz lo mismo con
el triangulo que resulta, y luego lo mismo con el tridngulo que resulta.
Repite lo mismo hasta obtener 5 nuevos tridangulos. ; Qué figura obtienes?

2. Rota el tridangulo equilatero en torno al centro de gravedad en un angulo de
120°, ;es cierto que el triangulo rotado se confunde con el original?



Algo mas de composiciones isométricas

Cuando estudiabamos traslaciones vimos que si aplicamos una traslacion y luego
otra, el resultado era aplicar una sola traslacion. Mas precisamente, si aplicamos
T 4p)y luego T ;), resulta lo mismo que aplicar desde un principio 7' ,i.( p4a)-

En particular, se tiene que el orden en que se aplican las traslaciones no es impor-
tante, es decir, si se aplican consecutivamente dos traslaciones, para el resultado
final da lo mismo cual se aplica primero y cual después. Sin embargo, esto no

sucede para todas las composiciones isométricas. Por ejemplo observa la siguiente
maquina de composicion.

Las maquinas de arriba muestran la composicion entre la traslacion 7y ;) y la rota-
cioén R de centro en el origen y angulo 90°. Ahora si entra el punto (0,0), tenemos
que R ° 7(0,0) = R(T(;,1,(0,0)) = R(1,1) = (=1,1). Pero si ahora tenemos la maquina
de composicion

ToR(0,0)=T,, (RO,0)=T,,(0,0)=(1,)

@ctividades

1. Para las mismas isometrias que vimos en los ejemplos anteriores:

Unidad

0 importante

Es decir, en general, el
orden en que se aplican
las isometrias es impor-
tante, pues no siempre
se obtiene el mismo re-
sultado si aplica primero
una u otra.

a) Dibuja el cuadrado que resulta de aplicar TR, al cuadrado C, tal que, tres de sus vértices son (0,=1), (1,=1)

y (0,-2).

b) Al cuadrado anterior aplica RT. Dibuja el cuadrado que resulta. ¢Es el mismo gque antes?

. 3
¢) Al cuadrado gue resulto en b refléjalo respecto a la recta paralela al eje Y, que pasa por (E'O)'
Dibuja el cuadrado que resulta. Compara este resultado con el de a, ¢es el mismo?
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P

@ctividades

Hemos visto también que en general las isometrias no conmutan, es decir, si [y J
son dos isometrias no siempre se cumple que / o J = J o [. Por ejemplo, vimos que
en general, no es lo mismo una traslacion compuesta por una rotacion que la misma
rotacion compuesta por la misma traslacion.

(Qué pasara con una reflexion y una traslacion? Consideraremos una reflexion res-
pecto a una recta L, llamaremos a esa reflexion S. Consideraremos una traslacion
T en una direccion distinta a la direccion de la recta L. La figura siguiente muestra,
la composicion S o T, es decir, compondremos primero la traslacion y al resultado
aplicaremos la reflexion. A la derecha compondremos las mismas isometrias en el
sentido opuesto.

Ui .

L L

Como vemos, esas isometrias no conmutan.
.Qué pasa con una rotacion compuesta con otra rotacion del mismo centro?

Consideremos el centro O de ambas rotaciones, digamos R, = R0,y Y Rg = Ro,p)-
Para fijar ideas, pensemos en el caso en que o + 3 < 360° . Entonces, cualquier pun-
to P, lo rotamos con un angulo de « y luego el resultado lo rotamos en un angulo
B . Es decir, aplicar dos rotaciones (del mismo centro) seguidas es lo mismo que
aplicar una rotacion cuyo angulo es la suma de los angulos de cada rotacién. En
particular,

Ry oRg=Ry,p=RgoR,.

1. ;Conmutan las rotaciones de diferente centro?, es decir, si O es distinto de O', jes cierto que
Ro.w© Rop = Rio g o Ro?

2. ;Qué pasa con la composiciéon de una reflexion respecto a la recta L con una traslacion que tiene
la misma direcciéon que L? ;Conmutan?

3.* Considera la traslacion, T=T,,, Y la reflexion respecto a la recta L que pasa por el origen y el punto
(2,5). Denotemos por S esa reflexion. Considera la concatenacion ST y la concatenacion TS.

a) (Es cierto que si un punto P esté en la recta L, entonces ST lo transforma en un punto de L?

b) (Es cierto que TS(P)=ST(P) para cualquier punto P, del plano?



Unidad

:(Qué pasa con
la composicion de reflexiones?

Para responder esta pregunta, debemos considerar tres casos:
10 que los ejes de las simetrias son el mismo.

20 que los ejes son paralelos no iguales.

3o que los ejes se intersectan en un solo punto.

Ahora estudiaremos el tercer caso. Para eso, consideremos dos reflexiones, una res-
pecto a la recta L y otra respecto a la recta L'. Denotemos por O, la interseccion de
L con L'y por o el angulo agudo o recto que forman. Dispongamos un punto P,
apliquemos la reflexion respecto a L, llamemos P' su imagen. A P' apliquemos la
reflexion respecto a L' y llamemos P" su imagen.

Como las reflexiones preservan distancia, se tiene que OP mide lo mismo que OP'.

Por la misma razén OP' mide lo mismo que OP". Es decir, los puntos P, P'y
P"estan en una circunferencia de centro O.

Como las reflexiones también preservan angulos, se tiene que la medida del angulo
entre OP y L es la misma que el angulo entre L y OP'. Llamemos 8 ese angulo.

Del mismo modo la medida del angulo entre L'y OP' es la misma del angulo entre
L'y OP". Llamemos y a ese angulo. Por lo tanto el angulo ZPOP" mide 23+2y .

Notemos que +7y =0, por lo tanto ZPOP"mide 2¢ . Resumiendo, tenemos el
siguiente resultado:

Dada la reflexion V respecto a L y dada la reflexion U respecto a L'
Si L y L' se intersectan en O con un angulo agudo o recto ¢, entonces la
isometria UV es la rotacion de centro O y angulo 2¢.

actividades

1. (Qué se obtiene si se componen dos reflexiones que tienen el mismo eje de simetria?
2. Qué se obtiene si se componen dos reflexiones que tienen ejes de simetria paralelos no coincidentes?

3. Enla explicacion que dimos arriba, pusimos P mas cerca de L, ;cdmo hubiese sido la explicacion si hubiese
estado en L?

4. ;Coémo hubiese sido la explicacion, si P hubiese estado en donde resultd P''?
5. (Conmutan las reflexiones?
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aplicando lo aprendid

A

—

©

Si al segmento AB de coordenadas A(-1,0)
y B(=2,3) se le aplica la composicién Ry, 1g0°)°
T(1.1), las coordenadas de la imagen B’ es:

a) B'(-1;4)
b) B’ (2,-3)
) B'(-1,-4)

d) B (1,-4)

Dado el siguiente pentdgono, grafica las si-
guientes composiciones de transformaciones
aplicadas a él:

U Oy
N

3= 1
w

w

N
1

o_\
>
Q

—
(=)

a) Reflexion respecto a la recta horizontal que
pasa por el punto P(0,3) compuesta con

Tis,3)

b) T s 3) compuesta con una reflexion respecto
a la recta horizontal que pasa por el punto
P(0,3)

c) ;Qué puedes conjeturar a partir de los re-
sultados que obtuviste en los ejercicios a)
y b)?

©

Observa la siguiente figura:

5 D
4 //\\
3] // \
N
- N
AN C
0
I2 I']‘I_O I\.| I2 I3/I4/ I5 I6 )
_2_ \//
3 B

a) /Qué composicion isométrica permite llevar
al segmento AB, al segmento AD y luego
al segmento BC?

b) ;Qué composiciéon isométrica permite llevar
al segmento AB, al segmento BC y luego
al segmento AD ?

¢) (Cuales son las coordenadas del cuadrado
si se le aplica la composicion R -2),1809) ©
Ri2,-2),18097

d) ;Cudles son las coordenadas del cuadra-
do si se le aplica las composicion T 3y
Rys,1),9097

e) ;Cuales son las coordenadas del cuadrado si
se le aplica la composicion T 3) o R¢3;5) 180%)
o T3,—4?

Sea el segmento AB de coordenadas A(3,1) y
B(6,1). Por medio de las composiciones R ° S
6 S o R, construya un hexagono regular que
se encuentre en el primer cuadrante. S, es una
reflexién con respecto a una recta L.



En las calles de El Cairo, en Egipto, se ven baldosas que cubren todo el piso, en la

forma que mostramos abajo:

La de la derecha corresponde a la baldosa basica, que si se disponen varias de ellas
en diferentes posiciones, cubren todo el piso, sin dejar trechos vacios entre ellas, y
sin necesidad de superponer una en la otra. Al proceso de llenar el plano con baldo-
sas, los matematicos llaman teselar.

Una teselacion es una manera de cubrir el plano con figuras, de tal
manera que no haya lugares del plano que no resulten cubiertos por las
figuras (no hay vacios), ni tampoco las figuras se superpongan (no se
traslapan).

Si con la repeticion de una misma figura F se puede cubrir el plano, decimos que F
tesela el plano. Por ejemplo, las baldosas de El Cairo teselan el plano y la teselacion
resultante se denomina 7eselacion de El Cairo. La figura de esa baldosa corres-
ponde a un pentagono, pero no cualquier pentagono, sino que uno con propiedades
especiales que permiten el calce perfecto entre una y otra figura (ver figura de la
derecha). De hecho, veremos que el pentagono regular no tesela el plano.

Estudiemos teselaciones con un solo tipo de figuras, y partamos con una muy sim-
ple: el paralelogramo. Los paralelogramos tienen la propiedad de que sus lados
opuestos son paralelos, de modo que si se pone uno al lado del otro calzan perfecta-
mente bien, lo mismo que si se coloca uno arriba del otro. Es decir:

Cualquier paralelégramo tesela el plano.

ectividades

Unidad

1. En la baldosa bésica de la teselacion de El Cairo, los lados AB, BC, CD y DE miden lo mismo. Demuestra

que B=90° y que 2+ 8 =360°.

2. Utiliza esta teselacion para hacer una nueva utilizando hexagonos no regulares.
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Ya sabemos que cualquier paralelégramo tesela el plano. Ahora, consideremos un
triangulo cualquiera, y consideremos el que resulta de aplicar la rotacion en 180°
y centro en 4.

B

A Bl

Si pegamos esos triangulos por el lado ABy A'B/, respectivamente, se forma un
paralelogramo, que como sabemos tesela el plano. Entonces tenemos el siguiente
resultado:

Todo triangulo tesela el plano.

Como casos particulares, podemos decir que el cuadrado, el rectangulo, el tridngulo
isosceles, el triangulo equilatero y el rombo teselan cada uno por si solo el plano.

Existen muchas teselaciones distintas con diversos disefios, algunas estan formadas
por un patrén que se repite y en otras no hay patrones.

A continuacién mostramos algunas:

Obra del artista holandés Teselacion del fisico britanico Detalle de un mosaico del

M.C Escher (1898-1972) Roger Penrose (1931) Palacio de La Alhambra
en Granada, Espana.




Unidad

Como hemos visto, las teselaciones han sido empleadas en el arte y en la arqui-
tectura. Sin duda M.C. Escher es considerado el mas grande artista que utilizé la

geometria y la matematica en general para desarrollar sus obras. El desarrollé una Puedes visitar su galeria
técnica exquisita al respecto y muchos de sus trabajos tienen como tema central en el sitio:
objetos matematicos. www.mcescher.com

Las teselaciones generalmente nacen de los poligonos, pero para formar teselacio-
nes mas interesantes es muy utilizado el método de “agregar y quitar”.

Este consiste en tomar un poligono que sabemos que tesela, quitarle alguna figura
de uno de sus lados y agregarlo en algun lado que permita que encajen perfectamen-
te bien las nuevas baldosas. A continuacion mostramos un ejemplo de este método
aplicado a un cuadrado.

X

@ctividades

1. En la teselacion de El Cairo, ¢cuales isometrias hay que aplicarle
a la baldosa B, sin considerar las traslaciones, para ponerla en cada
B' casoen len2yen3?

2. Llateselacion de la derecha surge de la del tridngulo equilatero. Explica el l“.

proceso de cédmo el triangulo equilatero fue transformado en la baldosa
basica de esta teselacion. :
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Teselaciones regulares

Como vimos antes, se puede teselar el plano con tridngulos de cualquier tipo y tam-
bién con paralelogramos. En particular, se puede teselar con un triangulo equilatero,
y con un cuadrado.

. Con qué otro poligono regular se puede teselar?

Recuerda que un poligono regular de n lados, es aquel cuyos lados y todos sus
angulos interiores miden lo mismo. Un poligono regular se puede construir en una
circunferencia, dividiendo el &ngulo completo del centro en n partes iguales. En la
figura de la izquierda, construimos un poligono regular de 8 lados. Dividiendo el

angulo 360° en 8, resulté 45°. Entonces marcamos 8 angulos de 45° cada uno.

Como cada tridngulo que se forma en el interior del poligono es isosceles, el angulo

o cumple con 2o +45 =180, entonces, 2a =135. Como un angulo interior del

poligono es igual a 2a se tiene que el angulo interior del octdgono mide 135°.

Al intentar teselar con octogonos resulta que al pegar dos, en cualquiera de los vérti-
ces comunes tenemos 135 +135 =270 grados. Por lo tanto, s6lo nos falta un angulo
recto para formar un angulo completo (360°).

Como vemos en la figura superior, no podemos agregar un nuevo octégono, puesto
que la suma de los angulos interiores superaria los 360°. Por lo tanto, no podemos
teselar con octogonos regulares.

Pero como bien saben las abejas, se puede teselar con hexagonos regulares.

ectividades

1. (Cuanto mide el dngulo interior de un hexagono regular? ;Es un divisor de 360°?

2. ;Puedes teselar con un pentagono regular? ¢Su angulo interior es un divisor de 360°?

3. (Puede ser 180° el angulo interior de un poligono?



Unidad

Una teselacion se denomina regular si estd compuesta por un
solo tipo de baldosa y ésta es un poligono regular.

Por ejemplo, la teselacion con triangulos equilateros, con cuadrados y con hexago-
nos regulares, son ejemplos de teselaciones regulares. ;Habra otras? ;Qué crees tu?

Para dar respuestas a las preguntas planteadas, primero es necesario notar que en
cada vértice de una teselacion regular confluye la misma cantidad de baldosas, para
el caso de los cuadrados son 4, para el caso del triangulo equilatero son 6 y para el
hexagono son 3.

JRA,
& 1@

Supongamos que un poligono regular tesela el plano, entonces en cada vértice con-
fluye el mismo niimero de poligonos, digamos m. Como es regular, todos los angulos
miden lo mismo, y como forman un angulo completo, se tiene que m veces el angulo

interior es 360°. Si llamamos o al 4ngulo interior, podemos afirmar que mo; = 360,
es decir,

360
m=-—

Por lo tanto, tenemos el siguiente resultado:

La medida de un angulo interior de un poligono de una teselacion regular
es un divisor de 360

Entonces, el problema se reduce a encontrar los poligonos regulares, cuyos angulos
interiores sean divisores de 360.

A continuacion en la tabla te presentamos los divisores de 360:

1 2 3 4 5 6
8 9 10 12 15 18
20 24 30 36 40 45
60 72 90 120 180 360

Como el angulo interior de un pentigono regular es 108° y como el 108° no es un
divisor de 360°, podemos afirmar que el pentdgono regular no tesela el plano. Como
135° no divide a 360° se tiene que el octogono regular tampoco lo tesela.

@:tividades

1. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla: n indica la cantidad de lados del poligono regulary o es la
medida del angulo interior.

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
oa 120 90 ? ? ? ? ? ? ?
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Como sabemos, un poligono regular tesela el plano si su angulo interior divide a

360° . Para encontrar aquellos angulos, hagamos la siguiente observacion: conside-
remos dos triangulos isosceles, donde la base es ABy A'B'respectivamente.

C c

A B A B'
Notamos que si ¢ es més chico que «', entonces 2f3 es mas grande que 23", pues
2=180—q y por su parte 23'=180—o'

En particular, consideremos un poligono regular 4 de n lados y otro B de m lados,

360 .
con m>n . El angulo del centro de 4 es ——, en cambio, el angulo del centro de B

360 . n
es —. Como m > n, se tiene que:
m

360 360
[ < [
m n

Como el hexagono regular tiene un angulo interior de 120°, cualquier poligono re-
gular de més lados que 6, tendra un angulo interior mayor que 120°, pero como entre
120° y 180° no hay ningtn divisor de 360° se tiene que no hay ningtin poligono re-
gular de mas de 6 lados que tesele al plano. Entonces, los tinicos poligonos regulares
que teselan al plano son los que ya conocemos: el triangulo equilatero, el cuadrado
y el hexagono regular.

En definitiva, hemos demostrado el siguiente resultado:

Las unicas teselaciones regulares estan formadas por poligonos
regulares de 3, 4 6 6 lados.

@ctividades

1. Cuando intentabamos teselar con octégonos regulares nos dimos cuenta de
que era imposible, porque al pegar dos baldosas sélo quedaban disponibles
90° los que no eran suficientes para poner otra baldosa. Esto nos lleva a pen-
sar que si podemos teselar utilizando octégonos y cuadrados:

Estas teselaciones se llaman semi-requlares y estan compuestas por mas de
un poligono regular. Encuentra otra de este tipo.

2. ;Puede el pentagono regular ser parte de una teselacion semi-regular?




¢‘ Vitral

Amaru esta realizando un trabajo de artes para el Liceo, debe construir un vitral
usando papeles transparentes de colores. El ha decidido recrear una iglesia como la
que se muestra en la figura. Para terminar el trabajo le falta colocar la ultima pieza
(aparece en blanco en la imagen), pero no puede calcarla por el tipo de material,
necesita construirla directamente en el papel transparente.

Amaru tomo las medidas del cuadrilatero que le falta construir para completar su
vitral. Las medidas del cuadrilatero son 15 cm, 12 cm, 6 cm y 13 cm. Sin embargo,
al comenzar a construir el cuadrilatero obtuvo varias figuras diferentes. ;Coinciden
con el cuadrilatero que le falta a Amaru para completar el vitral?, ;cémo puede
construir Amaru el cuadrilatero correcto?

Amaru recordd que para construir los triangulos que estan en la parte superior
de la iglesia, la estrategia de medir los lados le dio resultado. Por lo que midié la
diagonal del cuadrilatero que necesitaba construir, obteniendo asi el cuadrilatero
correcto.

Amaru concluyé que habia que determinar triangulos en el cuadrilatero para poder
construirlo. ;Sera necesario medir las dos diagonales?

Unidad

MATEMATICA 10 Medio
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aplicando lo aprendid

“

Ubica el punto H(3,5) en el plano cartesiano.

a) Rota el plano en torno al origen de coorde-
nadas en 90°. ;Cuales son las coordenadas
de la imagen H*?

b) Rota el plano en torno al origen de coorde-
nadas en 180°. ; Cuales son las coordenadas
de la imagen H"?

c) Rota el plano en torno al origen de coorde-
nadas en 270°. ;Cuales son las coordenadas
de la imagen H™?

Determina las coordenadas de los vértices de la
figura geométrica MNOPQR y realiza las trans-
formaciones que se indican:

a) Aplica una rotacién R 2709y a la figura
MNOPQR.

b) A la imagen que obtuviste anteriormente
llamale M’N'O’P‘Q’R’. Realiza la siguiente
rotacion a esta figura: R(g 180°) Cuya imagen
denominaras M”N“O"P"“Q"R".

¢) (Existe una rotacion que lleve la figura
MNOPQR en la figura M”N"O"P”Q"R"? Si
asi fuera, ¢cudl seria esa rotacion?

Se tiene el segmento AB de coordenadas
A(0,3) y B(4,0). Este segmento es rotado en
torno a B entonces:

a) Si la imagen A'B' es una linea vertical,
icudles son las posibles coordenadas para
A'yB"?

b) Realiza el mismo ejercicio que en a), pero
antes refleja el segmento AB con respecto
al eje X de coordenadas y luego rétalo en
torno a B.

Para producir un cuadrildtero idéntico a otro,
ibasta conocer la medida de sus lados?

Toma dos lapices

de distintas medi-

das, por ejemplo,

uno mide 10 c¢m

y otro 8 c¢cm. Dis-

ponlos de modo

gue sean los lados

de un tridangulo.

Cierra el triangulo,

con otros lapices,

de diferentes me-

didas, uno por vez.

(Es cierto que el tercer lado, puede ser tan pe-
quefio como se quiera? Puede ser tan grande
como queramos? ;Es cierto que el angulo en-
tre los dos primeros lapices, depende del largo
del tercero? ;Es cierto que mientras mas largo
es el tercero, méas grande es el &ngulo entre los
dos primeros lapices?

Para que Amaru, construya una pieza triangu-
lar del vitral, ¢ basta saber los angulos del trian-
gulo?

Para que Ancavil, construya una pieza trian-
gular del vitral, ;basta saber la medida de los
lados del triangulo?

iQué informacion se necesita para construir
una pieza del vitral de forma pentagonal?

Para construir un rombo, ;basta conocer la me-
dida de sus diagonales?

Para construir un rectadngulo, ¢basta conocer
la medida de un lado y la medida de una dia-
gonal?



Congruencias

Cuando dos amigos se encuentran, y se percatan que llevan el mismo modelo de
zapatillas, uno de ellos dice: “jtus zapatillas son iguales a las mias!,” en realidad
estan abusando del lenguaje, pues no son exactamente iguales; para una se ocup6
un pedazo de lona y para la otra otro pedazo de lona. Si fuesen iguales ocupa-
rian el mismo lugar en el espacio. Ni siquiera tu ojo izquierdo es igual a tu ojo
derecho. Ni siquiera un maquina troqueladora de cuero puede cortar dos piezas
iguales, pues estan hechas de pedazos de cuero distintos. Lo que queremos decir,
es que usamos la palabra “igual” cuando queremos expresar que si pudiésemos
poner un objeto sobre otro calzarian perfecto. Es decir, si los amigos que llevan el
mismo modelo de zapatillas, y si tienen la misma medida de pie, se intercambiaran
las zapatillas nadie lo notaria.

En matematicas pasa lo mismo: si dibujas dos hexagonos regulares de lado 10 cm
cada uno, en una hoja de papel, no pueden ser iguales, pues estan en lugares distin-
tos de la hoja, pero con una isometria es posible transformar uno en el otro. En este
caso la isometria es una traslacion.

En matematicas, cuando existe una isometria (traslaciones, rotaciones, reflexiones
o composicion de ellas) que transforma una figura en otra, no decimos que son
iguales, sino que son congruentes.

Dos figuras son congruentes si una es la imagen de la otra,
via una isometria.

Como las isometrias preservan medidas de angulos y segmentos, entonces si dos
figuras son congruentes, las medidas de sus angulos y segmentos son las mismas.

Si una figura tiene un segmento recto AB, y se le aplica una isometria a la figura
obteniendo el segmento recto A'B' enla imagen, A y A' se llaman puntos ho-
mologos, y los segmentos AB y A'B', también se llaman homologos. Si decimos
AB es homodlogo a A'B' queremos decir que existe una isometria que lleva A en

A'y B en B, en ese orden.

actividades

Unidad

Si dos figuras A y B son
congruentes, anotaremos
A=B.

1. ;Es cierto que un cuadrado de lado a es congruente con cualquier cuadrado de lado a?

2. (Es cierto que un segmento de largo 10 cm es congruente con cualquier otro segmento de largo 10 cm?

Bl
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0 importante

Desde luego la pregun-
ta inversa es inmedia-
tamente cierta, pues si
dos segmentos son con-
gruentes, entonces uno
de ellos es laimagen del
otro via una isometria,
pero como las isome-
trias preservan distan-
cias, esos segmentos
deben medir lo mismo.

@ctividades

Para comenzar, consideremos dos segmentos de la misma medida, Jseran con-
6
gruentes?

DN =N

Primero con una traslacion, hagamos coincidir un extremo de un segmento con un
extremo del otro segmento.

Ahora, medimos el angulo entre los segmentos, si ese dngulo es o, entonces rea-
lizamos un rotacion de angulo o y con centro en el punto de coincidencia de los
trazos, como ambos segmentos miden lo mismo, ambos son radios de una misma
circunferencia. Entonces, la composicion de la traslacion con la rotacion transfor-
ma un segmento en el otro. Entonces tenemos que:

Un par de segmentos son congruentes
siy solo si miden lo mismo.

Consideremos ahora, dos circunferencias si son congruentes, quiere decir, que
existe una isometria que transforma una en la otra, en particular el centro de una
es transformado en el centro de la otra y como la isometria preserva distancias, se
tiene que los radios miden lo mismo. En el otro sentido, consideremos dos circun-
ferencias del mismo radio.

En este caso, basta considerar la traslacion que transforma el centro de una cir-
cunferencia en el centro de la otra. Como los radios miden lo mismo, la primera
circunferencia es transformada en la segunda via la traslacion.

e Considera las siguientes figuras en el plano cartesiano: ; Cua- °
les parejas de figuras son congruentes? ; \\
En cada caso describe la isometria que transforma una figura 1A 4] e N ‘.
en la otra. /// T A\.
4___“ 2 ‘..L E
: < | HE
0 - ¢
4] 3] -2 -1 4 1.2 3 4
ah . Pl
w.,




Unidad

De la pagina anterior tenemos que:

Dos circunferencias son congruentes si y solo si
tienen el mismo radio.

Seguin vimos, en la actividad de la pagina anterior, para dar la informacion preci-
sa de un paralelogramo, no basta con dar a conocer la medida de sus lados, pues
hay infinitos con esas condiciones. En nuestro nuevo lenguaje, significa que dos
paralelogramos de lados que miden lo mismo no necesariamente son congruentes.
Pero, si ademas agregamos como datos las medidas de sus dngulos, entonces si los
podemos conocer Unicamente.

A\, &

Primero, reconozcamos dos angulos que midan lo mismo en cada uno de los para-
lelogramos, luego via una traslacion llevemos el vértice del angulo reconocido en
el primer paralelogramo en angulo reconocido del segundo. Luego via una rota-
cion, con centro en el vértice en comun, hagamos coincidir los lados que forman el
angulo reconocido como ambos son paralelogramos de las mismas medidas, todos
los otros lados coincidiran. Por lo tanto, los paralelogramos son congruentes.

En un caso mas general puede ser necesario, ademas, una reflexion. Entonces, dos
paralelogramos son congruentes si y solo si sus lados y angulos miden lo mismo.

Dos paralelogramos son congruentes si y sélo si sus lados
homologos tienen iguales medidas y la medida de uno de sus
angulos coincide.

actividades

e Describe la isometria que permite afirmar que los siguientes paralelogramos son congruentes:

A
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Como los rectangulos son paralelogramos, entonces dos rectangulos son congruen-
tes si y solo si sus lados homoélogos miden lo mismo y la medida de uno de sus
angulos coincide. Pero, como los rectangulos tienen todos sus dngulos rectos, la
informacion de los angulos es redundante, no es necesario darla. Por lo tanto:

Dos rectangulos son congruentes si y so6lo si
sus lados homdélogos miden lo mismo.

Como los cuadrados son un caso especial de rectangulos, entonces dos cuadrados
son congruentes si y solo si sus lados miden lo mismo. Pero como los lados de un
cuadrado miden todos lo mismo se tiene que:

Dos cuadrados son congruentes si y so6lo si
sus lados homologos miden lo mismo.

Ahora, estudiemos el caso de los tridngulos. Si dos triangulos son congruentes, en-
tonces sus lados y angulos miden lo mismo. A la inversa, si tenemos dos triangulos
AABC y AA'B'C' tales que A_BEA'_B', EEA'C', y B_CEB'_C', y ademas
m(£LABC)=m(ZA'B'C"), m(LACB)=m(£LA'C'B"), y m(£LCAB)=m(£C'A'B")

Via una traslacion llevamos el punto B' en el punto B. Como AB=A'B', una
rotacion con centro en B, permite llevar A' en A . Luego, si es necesario, via una

reflexion entorno al eje AB, se obtiene que C' calza con C . Luego los tridngulos
son congruentes. Entonces,

Dos triangulos son congruentes si y solo si
sus lados y 4ngulos homdlogos miden lo mismo.

@ctividades

1. (Existe un triangulo cuyos lados midan 5 cm, 6 cm y 7 cm? Juntate con varios compafieros y cada uno
construya un triangulo con palitos de helados, con las medidas dadas. ¢ Son todos los triangulos construi-
dos congruentes?

2. Silas medidas de los lados de dos triangulos son las mismas, ¢los triangulos son congruentes?

3. De un triangulo se conoce que un lado mide 7 cm y otro lado mide 8 cm y que el &ngulo entre ellos es
de 600. Juntate con varios compafieros y cada uno construya un triangulo con palitos de helados, con las
medidas dadas. ¢ Son todos los tridngulos construidos congruentes?



‘ aplicando lo aprendido
o

Si ADCO = ABAO Dentoncesé:

A B
a) Prueba que O es punto medio de DB y AC.

b) Es correcto afirmar que si AB L BC entonces
CD L BD?, (porqué?

Analiza y determina para cada caso si los siguientes
pares de tridngulos dados son congruentes:
a) Si AABC, AB=4cm, m£ABC = 45°
y BC=6 cmy ADEF, DE=4 cm, m
/DEF=45°y EF =6 cm.

b) Si ARST, RS=5 cm, m ZRST =100° y

m £SRT =30°y AXYZ,XY =5 cm,
m ZYXZ =30° y m ZXYZ =100°

El pentagono KBLAC es congruente con el
pentdagono SROHE como muestra la figura.

K S
4 cm
C E
R
B 659
5cm
L A H 4,5cm O
a) Completa:
m(KB) =[?] cm m (EH) =[?]cm
m(LA)=cm méSRO:ﬂcm

b) ;Cual es la medida de la suma de los &ngulos
interiores de un pentadgono?

c) Si tenemos dos pentdgonos que no son
congruentes, ¢es la misma la suma de los
angulos interiores de los pentadgonos?

o

Unidad

Juntate con cinco companeros y observen el
triangulo ABC de la figura:

AN
1N

A B

- N W b U

1 23 4 5 6

a) Determinen de manera individual las coorde-
nadas de un punto D tal que AABC = AABD.

b) Comparen sus respuestas: ¢ coincidieron o hay
alguna respuesta distinta? Si todos coinciden
en la respuesta encuentren otro punto E tal
que AABC = AABE. ;Existirdan mas puntos que
cumplan con estas caracteristicas?

¢) Verifiquen que con todos los puntos encontra-
dos se cumpla la congruencia con el triangulo
ABC.

Observa junto a tres compaferos el tridngulo
AOPQ vy el segmento RS de la figura:

R S

5
4Q

N N

2‘&
‘I\.‘

@) P

1 23 4 5 6

a) Determinen de manera individual las coor-
denadas de un punto T tal que AOPQ = ARTS.

b) Comparen sus respuestas. ¢ Coincidieron o hay
alguna respuesta distinta? Si todos coinciden
en la respuesta encuentren otro punto M tal
que AOPQ = ARTM, ;Existiran mas puntos que
cumplan con estas caracteristicas?

¢) Verifiquen que con todos los puntos en-
contrados se cumpla la congruencia con el
triangulo OPQ.
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Triangulos congruentes

Como hemos visto, dos tridangulos son congruentes si y sélo si sus lados miden lo
mismo y sus angulos miden lo mismo. Sin embargo, como los angulos interiores de
un tridngulo suman un angulo extendido (1800), en realidad nos basta que tengan
los tres lados de iguales medidas y dos angulo de iguales medidas, pues el tercero
esta obligado a medir la diferencia entre 180° y la suma de los otros dos.

Es decir, si dos triangulos tienen dos angulos de iguales medidas, el tercero también
coincide.

Entonces, hemos quitado una informacion redundante, ;podremos quitar otra? ;Bas-
tard tres lados iguales y un angulo igual para que dos tridngulos sean congruentes?
Investiguemos.

Consideremos dos triangulos AABCy AA'B'C', tales que AB= A'B'AC=A'C
y BC=B'C', yademas ZABC mide lo mismo que ZA'B'C".

Como AB= A'B', existe una isometria que lleva A en A'y B en B'. Tracemos
ahora el segmento CC', Por la congruencia de los lados, se tiene que los triangulos.
ACBC' y ACAC' son isosceles, entonces los angulos ZCC'A y ZC'CA miden
lo mismo. Del mismo modo los angulos ZCC'By ZC'CB miden lo mismo.

Por lo tanto, el angulo ZACB mide lo mismo que el angulo ZA'C'B', entonces
los triangulos AABC y AA'B'C’, tienen lados que miden lo mismo, y dos angulos
que miden lo mismo. Por lo tanto los tridngulos son congruentes. Resumiendo,
tenemos:

Si la medida de los lados de dos tridngulos y la medida de uno de
sus angulos son iguales, entonces los tridngulos son congruentes.

@ctividades

¢ Don Pedro corta maderas de formas triangulares. El esta sequro de que todavia hay informacién redundan-
te. Es decir, si conoces los lados de un triangulo, entonces lo conoces completamente. En nuestro lengua-
je, decimos que si dos triangulos tienen lados que miden lo mismo, entonces son congruentes. ;Estas de
acuerdo con don Pedro?



Nuestra intuicién nos dice que todavia hay informacioén redundante, de hecho si
construimos triangulos con palitos de maquetas o con palitos de helados de medi-
das fijas, los angulos, los tres, quedan totalmente determinados.

Entonces, nuestra conjetura es que si dos triangulos tienen los tres lados de igual
medida entonces los triangulos son congruentes. Investiguemos este caso. Conside-
remos dos triangulos de iguales medidas, AABC y AA'B'C', tales que AB=A'B/,
AC=A'C' ,Y BC=B'C'.Porlo que vimos en la pagina anterior, basta mostrar que

tienen al menos un angulo de igual medida para demostrar que son congruentes.

B' I \
B B B B B
C|
C
C C

A A ATTA Al A
Mediante una isometria haremos coincidir los vértices A con A'y B con B',
igual que en el caso anterior, trazando el segmento CC', formamos dos triangulos
isésceles, a saber son, ACC'A y CC'B. Por lo tanto los angulos ZCC'A mide
lo mismo que el angulo ZC'CA y por la misma razén los angulos ZC'CB y

ZCC'B miden lo mismo. Por lo tanto los angulos ZACB y ZA'C'B' miden lo
mismo, por lo tanto los triangulos AABC y AA'B'C', son congruentes.

Resumiendo, hemos demostrado:

Teorema (Criterio LLL)
Si las medidas de los lados correspondientes de dos tridngulos
son las mismas, entonces los tridngulos son congruentes.

Al anterior teorema le llaman el Criterio de Congruencia de triangulos lado-lado-
lado. Este teorema explica por qué las construcciones buscan formar triangulos.

Pues si tienes un triangulo de madera por ejemplo, bien clavados y si las maderas
no se deforman, debieran mantenerse en el tiempo sin variar sus posiciones, debido
a que los angulos deben ser los mismos a lo largo del tiempo, si los lados se man-
tienen fijos. En cambio si tuvieras un cuadrado, este puede deformarse, transfor-
mandose en un rombo, pues los angulos pueden cambiar sin necesidad de cambiar
la medida de sus lados.

ectividades

Unidad

1. Muestra que las diagonales de un cuadrado dividen a éste en cuatro triangulos rectdngulos congruentes.

2. Enuna circunferencia, marca un angulo de 60°, donde el vértice sea el centro de la circunferencia. Une los
puntos del &ngulo que intersecten a la circunferencia, con un trazo t. Muestra que t mide lo mismo que

el radio de la circunferencia.
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Existen otros criterios que permiten asegurar, la congruencia de triangulos; sin
embargo, no haremos estas demostraciones, pero un estudiante interesado debiera
investigar y encontrarlas. Uno de esos criterios es el siguiente:

Teorema (Criterio LAL)

Si dos tridngulos tienen dos lados correspondientes
congruentes y el angulo que forman los lados congruentes
mide lo mismo, entonces los tridngulos son congruentes.

Este criterio se conoce como “lado-angulo-lado” y lo que postula es que si tu
tienes dos palitos y los unes por uno de sus extremos, y los abres o lo cierras
de manera de formar un angulo dado, entonces existe una sola forma de cerrar
el triangulo. Es decir, la distancia entre los extremos no unidos, esta totalmente
determinada.

F

Si AB=FD, BC=DE y los angulos ZABC 'y /FDE miden lo mismo, entonces
los triangulos AABC y AFDE son congruentes.

Otro criterio es el siguiente:

Teorema (Criterio ALA)

Si dos angulos de un tridngulo miden lo mismo que dos dngulos
de otro triangulo, y los lados comprendidos entre los angulos son
congruentes, entonces los tridngulos son congruentes.

Este criterio se conoce como “angulo-lado-angulo” y lo que postula es que, si tie-
nes un palito y en cada extremo del palito pones dos palos de manera tal de formar
angulos determinados con el primero, entonces la interseccion de los palitos esta
Unicamente determinada.

A E

Si EF =BC , los 4ngulos /DEF y /BCA miden lo mismo, y los 4ngulos ZABC
y ZEFD miden lo mismo, entonces los triangulos AABC y AFDE son congruentes.



Unidad

aplicando lo aprendido

_ T
o En la figura O es punto medio de SK'y RT. e) g .
A B
i
K
R S

a) Demuestra que ASTO = AROK.

b) Si ASTO es la imagen via cierta transfor-

macioén isométrica, ¢cual podria ser ésta? €© Si SA es bisectriz de ZDAR y £DTR, prueba
Describe la imagen de cada vértice del que ADAT = ARAT.
AROK. D

¢) Prueba que S_T||R.

@ Dados los triangulos, decide si son o no con- A
gruentes indicando el criterio utilizado.

S W

a) C b)

R

0 Demuestra que el triangulo escaleno no tiene
ejes de simetria.
Demuestra que el tridngulo isésceles tiene sélo
un eje de simetria.

R T Finalmente, demuestra que el tridangulo equila-

tero tiene 3 ejes de simetria.

9 ¢ Cuantos ejes de simetria tiene el rombo? ;Y el
romboide?
(Es cierto que las diagonales del romboide se
dimidian? ;Y las del rombo?

, , ¢Son perpendiculares las diagonales del rom-

A B D bo? ;Y las del romboide?

D
d) ¢
D C
D B
A
B
B
C
E A A
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Aplicaciones geométricas

Muchos resultados muy importantes en geometria se pueden deducir de propieda-
des de los tridngulos congruentes, debido a que siempre podemos triangular una
figura poligonal. Por ejemplo, el hexagono regular estd formado por seis tridangu-
los congruentes.

r o O o,
60° 60°
r r
r

De hecho, el hexdgono regular resulta de tomar una circunferencia, dividir, el angu-
lo completo del centro en 6 partes iguales y marcar los puntos de la circunferencia
que determinan esos angulos. Como el angulo completo mide 360° su sexta parte
es 600, Una vez formado los seis tridngulos, cada uno de ellos tiene dos lados, al
menos, que miden lo mismo, pues corresponden a la medida del radio » de la cir-
cunferencia. Entonces los triangulos son congruentes por el criterio LAL.

Como el triangulo es isosceles, los otros dos angulos del tridangulo miden lo mismo
y suman 1200, que es lo que le falta a 600 para formar 180o.

Es decir, el tridngulo es equilatero de lado ». Entonces, podemos deducir varios
resultados de este descubrimiento; por ejemplo:

El hexagono regular inscrito en la circunferencia de radio 7,
tiene perimetro 67.

Otro resultado es el siguiente:

Los angulos interiores de un hexagono regular miden todos 120°.

ectividades

1. Sielradio de la circunferencia, donde esta inscrito el hexdgono, mide 1 m. ; Cuanto mide la altura de cada
uno, de los seis triangulos, que forman el hexdgono?

2. Con los datos del problema anterior, ;cuanto mide el drea de cada tridngulo que forma el hexdgono?
3. (Cudl es el area del hexdgono regular, inscrito en la circunferencia de radio 1m?

4. Recuerda que el perimetro de la circunferencia de radio r es 2xr, y recuerda que el perimetro del hexadgono
regular inscrito en la circunferencia de radio r es 6r. Muestra que esto implica que 7 > 3.



Las propiedades de los triangulos se pueden deducir de las caracteristicas de
los triangulos congruentes. Consideremos un triangulo isosceles AABC, donde

AC= AB, por lo tanto los angulos & y S miden lo mismo. Consideremos la bisec-
triz del angulo ZBAC.

Como AD es bisectriz, se tiene que el &ngulo ZBAD mide lo mismo que el angulo
ZDAC. Entonces por el criterio LAL, se tiene que los tridngulos BDA y CAD

son congruentes. Por lo tanto BD = DC, luego D es punto medio de BC. Es decir,

ADes transversal de gravedad. También por congruencia, podemos afirmar que &
y i miden lo mismo y como son suplementarios, se tiene que miden 90° cada uno

de ellos, por lo tanto AD 1 BC , es decir AD es altura del tridngulo.

Resumiendo, tenemos el siguiente resultado:

En un tridangulo isdsceles, la bisectriz del angulo opuesto
a la base, es transversal de gravedad y altura.

Estudiemos ahora algunas propiedades de los trazos de la circunferencia. Conside-
remos, una cuerda CD en ella. Existe un tinico diametro que divide por la mitad a
esa cuerda. Llamemos Z la interseccion de la cuerda con el diametro. Marquemos
los radios OC y OD. Por el criterio LLL, se tiene que los AOZC = AOZD, por lo
tanto los angulos Z0ZD y ZOZC miden lo mismo y como son suplementarios
se tiene que ZOZD =90°, por lo tanto OZ 1 CD Entonces, hemos demostrado el
siguiente resultado:

D D

AR R
N

El didmetro que dimidia a una cuerda es perpendicular a ella.

ectividades

1. Considera la figura lateral. En esta actividad demostrards que #BCD mide
la mitad que el angulo £BOD. Muestra que £ODC mide . Muestra que
2B+ 0 =180°. Si #DOB mide x, muestra que o+ x =180°. Muestra que
x =2B. Concluye que ZBCD mide la mitad que el angulo £BOD.

2. Demuestra que un tridngulo inscrito en una circunferencia, que tiene un
didmetro como lado es un triangulo rectangulo.

Unidad

@

@

(A

\/
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07 problema resuelto

Un joven enamorado quiere ir a visitar a su novia que esta a 30 km de distancia rio arriba,
pero el camino esta en una linea recta paralela al rio. El joven va a caballo a cumplir su roman-
tica mision, el rio estd a 10 km del camino que une los puntos A del joven y B de la doncella.
El caballo necesita agua para hacer todo el viaje, el jinete se pregunta donde debe parar para
que el caballo tome agua, ¢en algun punto mas cerca de la doncella? ;En algin punto mas

cerca de é1? ;En el punto medio?
g
B F

r s

A' Rio @

% Solucion:

Denotemos por x la distancia de A'a C, como muestra la figura. Completa en tu cuaderno una tabla como
la siguiente, de la distancia recorrida D para distintos valores de x.

D(km) ? ? ? ? ? ? ?
x(km) 0 5 10 15 20 25 30

Al parecer, el punto que hace que la distancia recorrida sea minima, es el punto medio o alguno muy cercano
a él. Hagamos un modelo puramente geométrico.

A B A B

A C

AII A"

Si reflejamos el punto A, en torno a A'C obtenemos el punto A", como se trata de una reflexion AA'= A'A",
La distancia de A a C mas la distancia de C a B es la misma que la distancia de A"a C mas la distancia
de C a B. Como buscamos la distancia minima, necesitamos que los puntos B, Cy A" estén en una linea

recta. Como los triangulos AA'A"Cy ABB'C tienen angulos de iguales medidas y BB'=A'A", entonces
AA'A"C= ABB'C. Por lo tanto A'C=CB".

Entonces C es el punto medio de A'B', por lo tanto el jinete debe hacer beber agua al caballo en el punto
medio del trayecto.



Unidad

Programas computacionales

Existen programas computacionales que permiten hacer construcciones geomé-
tricas. Como ejemplo abajo te mostramos uno llamado Cabri, que tiene bastantes
funciones geométricas.

Como ves, puede hacer poligonos regulares, trazar rectas, trazos segmentos, por
cualquier par de puntos que tu elijas. También realiza reflexiones de cualquier figu-
ra respecto a la recta que tu elijas, rotaciones respecto al punto que quieras y en el
angulo que puedas copiar, y traslaciones respecto a algin vector.

Con este programa, por ejemplo, te mostraremos cémo construir un triangulo isos- EVETEE U i B L
celes. Traza una recta L cualquiera. Luego marca un punto P fuera de la recta. Aho- P
ra construye un segmento que tenga por extremo a P, y el otro extremo Q que esté
en la recta, pero que el trazo no sea perpendicular a la recta. Ahora haz la reflexion
del trazo respecto a la recta L, llama P' el reflejado de P. Para finalizar marca el

segmento PP'. Concluimos que el tridngulo APP'Q es isosceles.

@ctividades

1. Explica por qué la construccion de arriba efectivamente produce un tridngulo isésceles. ¢En cual caso
resulta un tridangulo equilatero?

2. Dada una circunferencia, la cual tiene marcada una cuerda construye una cuerda del mismo tamafo que
la cuerda dada. El programa no tiene la opcién “cortar y pegar”.
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Figura 1
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Figura 2

@ctividades

1. En un modelo geométrico, en papel, del problema anterior del profesor Lau-
taro. Traza la perpendicular L a DE que pasa por E; continta el segmento
HJ hasta que intersecte a L; llama a la interseccion I. Traza la paralela a AB
que pasa por I; a la interseccion de esa recta con BC, llamala K. Demuestra
que las figuras pintadas del mismo color son congruentes. Concluye que el
profesor de Martina tenfa razén al decirle que podia formar un cuadrado.

Puzles geométricos

Martina tiene un trozo triangular de madera; para un trabajo en Tecnologia necesita
transformarlo en un trozo rectangular. Tiene pegamento y pasta para pegar los trozos,
si es necesario cortar, y empastar las uniones para que no se note el ensamblaje. Ella
cree que haciendo un corte en DE y luego otro en CF, obtendra dos trozos, el ama-
rillo y el rojo, que luego pegando como indica la figura se obtendra un rectangulo.

C
F D E_ g
D E F
F
CaA G B
A @ —b
G B

Lo que no sabe bien, es donde hacer el corte DE , pero esta segura, por pura intui-
cion, que CG es una altura. Sin embargo, observando el bosquejo con detenimien-
to se da cuenta que FC=FG, lo que quiere decir que el corte DE hay que hacerlo
a la mitad de la altura.

Pensandolo bien, Martina se da cuenta que £DFC serd un dngulo del rectangulo,

por lo tanto, el angulo es recto y como DE || AB se tiene que efectivamente CG
es una altura.

Lautaro, el profesor de Martina, sorprendido con su ingenio, le propone el siguiente
puzzle:

En un trozo de madera que esta formado por dos cuadrados (Figura 1). El profesor
le dice que haga un corte en ED, luego un corte perpendicular al anterior, pasando

por D. Llame H el punto del corte en AB. Para finalizar haga un corte perpendicular
al anterior, pasando por H (Figura 2). Cuando tiene todas las piezas desordenadas, le
pide que arme un cuadrado con todas esas piezas. ;Puedes ayudarle a Martina?

2. Justifica todas las afirmaciones de Martina en el primer puzle, aquel que
cambi6 un triangulo por un rectangulo. A H B
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aplicando lo aprendido

o El pentdgono ABCDE es regular. Prueba que las diagonales AC y AD son congruentes.

B

e Considera las siguientes 12 figuras compuestas, cada una de ellas por 5 cuadraditos.
Si el lado de cada cuadradito es de 1 cm. construye un rectangulo lados 6 cmy 10 cm. ¢ Existe alguna
figura formada por 5 cuadrados que no sea congruente a una de las que te presentamos?

m—, e
GH A

e Un par de lados opuestos de un cuadrilatero son congruentes y paralelos. Prueba que el otro par de
lados opuestos también son congruentes y paralelos.

0 Martina tiene las piezas negras y cree que las puede disponer de forma de llenar completamente el
cuadrado amarillo, sin que las piezas se traslapen. ;Puedes comprobar que la creencia de Martina es
cierta? Si el cuadrado negro rotulado con A tiene drea 4 cm?, ;cudl es el drea del cuadrado amarillo?

A Y

@ ;Cuantas veces mas grande es el area del cuadrado A que el drea del cuadrado B?
@ ; Cuantas veces mayor es el area del cuadrado amarillo que el &rea del cuadrado B?
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EUCLIDES

El Teorema fundamen-
tal de la Aritmética dice
que todo numero entero
se puede escribir como
el producto de poten-
cias de nimeros primos,
ademas dice que salvo
el orden y signos de los
ndmeros, esa escritura es
Unica, demostré que no
existe un numero primo
que es mayor que todos
los demas.

actividades

Definiciones euclidianas

K D)

EUCLIDES Y SUS ELEMENTOS

Muy poco se sabe de la vida de Euclides. Se cree que probablemente, fue lla-
mado a Alejandria en el afo 300 aC ya que Ptolomeo, sucesor de Alejandro en
sus dominios africanos, habia fundado una gran biblioteca en Alejandria. Cred
una universidad y Euclides se encontraba entre sus primeros maestros. Ensef6
durante 20 6 30 afos, mientras escribia sus conocidos “Elementos” y muchas
otras obras de importancia. Esta ensefianza influyé notablemente en otros ma-
tematicos, como Arquimedes y Apolonio, dos de los principales miembros de la
universidad.

En los “Elementos”, Euclides intentd hacer una descripcion exhaustiva de la
matematica que se conocia en su tiempo. Escribié esa matematica en 13 libros.
Hoy esta tarea serfa muchisimas veces mas colosal, debido al gran desarrollo y
diversificacion que ha tenido la matemaética en todos estos siglos.

Los libros I, Il, IV y VI tratan sobre lineas, areas y figuras planas regulares simples,
son en su mayor parte pitagoricos.

EL libro Il trata sobre circulos, sigue a Hipocrates.

El libro V, elabora el método de Eudoxo sobre proporciones, que servira para
estudiar el libro VI que trata de semejanza de figuras planas.

Los libros VI, VIl y IX son de aritmética. Se introducen los nimeros primos y com-
puestos y propiedades de ellos, que fueron la base para que muchos siglos des-
pués, Gauss demostrara el Teorema Fundamental de la Aritmética.

El libro X esta dedicado a estudiar los nimeros irracionales, especialmente los

de la forma V\/;+\/B y los de la forma \/\/5—\/5 donde a y b son enteros

positivos.

En los elementos de Euclides, se dan definiciones de objetos geométricos, de algo muy importante como
son las relaciones que define entre los objetos. Presentamos algunos ejemplos:

AUV A WN=

. “Un punto es lo que no tiene partes.”

. “Una linea es una longitud sin anchura.”

. “Una linea recta es aquella que yace por igual respecto de los puntos que estan en ella.”
. “Una superficie es aquello que sélo tiene longitud y anchura.”

. “Un limite es lo que es extremo de algo.”

. “Una figura es aquello que esta contenido por cualquier limite o limites."”

Discute con tus companeros acerca de la claridad de estas definiciones.
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El libro Xl trata sobre geometria elemental del espacio y el Xll se
dedica a mostrar el método de exhaucién, donde se demuestra
el Teorema de Hipodcrates que dice que el area de un circulo de
radio r es str2. Estos métodos son los mismos que muchos siglos
después desarrollaran Newton y Barrow para la creacion del
Calculo Integral, que consiste, gruesamente, en calcular areas
encerradas por cualquier tipo de curvas. El libro XIll proporcio-
nay demuestra las construcciones de los cinco cuerpos geomé-
tricos regulares de Pitagoras, alabados por Platén.

Entre todos sus logros, uno muy importante, es que presen-
t6 un cuerpo ordenado de definiciones, axiomas, postulados,
teoremas, corolarios. Dentro de esa teorfa, cada resultado nue-
vo se deduce de las definiciones basicas, axiomas, postulados
o de los teoremas demostrados con anterioridad. Esta forma
de hacer matematicas es la que se practica hasta nuestro dias.
Si bien, sus definiciones y postulados tenian lagunas légicas y
ambigtiedades, fue el primer intento en presentar de esta for-

ma las matematicas. Por ejemplo una de sus definiciones es la Primera impresion
de punto, que la define como “una cosa que no tiene parte”, del libro “Elementos”,
lo cual no da una idea precisa de lo que se esta hablando. un incunable de 1482

impreso por Ratdolt.

El quinto de sus postulados dice, en su forma mas simple:
Dada una recta L y un punto P fuera de ella, existe una unica
paralela a L que pasa por P.

Euclides no demostré esto, sino que su reciproco. Euclides se expuso al ridiculo y a los ataques. Los
criticos de Euclides decian que éste no es un supuesto adecuado y debe ser demostrable con los ante-
riores postulados. Muchos afios pasaron de intentos de demostrar este postulado con los anteriores,
pero no se logré. Pero, en su defecto, se pudo cambiar este postulado por otros, sin que se produzcan
inconsistencias l6gicas. Los cambios a este postulado produjeron nuevas geometrias, llamadas no Eucli-
deanas. En las geometrias no euclideanas, por un punto exterior a una recta L pueden pasar infinitas
paralelas a L, o también ninguna recta paralela a L.

@ctividades

* El método de exhaucion de Hipdcrates consistid en aproxi-
mar el area del circulo mediante poligonos regulares.

a) Considera una circunferencia de radio 1, construye el
triangulo equilatero inscrito y circunscrito a la circunfe-
rencia. Calcula las &reas de esos triangulos.

b) Construye el hexagono regular inscrito y circunscrito a
la circunferencia y calcula el area de ellos. El método,
consistia en aumentar la cantidad de lados del poligono
regular, calcular sus areas y encajonar el area del circulo,
entre el area del inscrito y del circunscrito. De forma
gue mientras mas grande sea la cantidad de lados me-
jor sera la aproximacion.
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informacion en los medios

LAS TORRES PETRONAS EN MALASIA

A principios de los 80 el gobierno malasio relocalizé el céntrico Selangor Turf Club a las afueras de
la ciudad. Esto posibilité el uso de un enorme terreno en pleno centro de Kuala Lumpur, el lamado
Triangulo Dorado. El plan contemplaba el desarrollo de dos torres, las que deberian ser reconocidas
como simbolo de Malasia y para ello se desarrollé un concurso internacional.

A falta de una tradicion malasia de construir edificios altos, César Pelli (arquitecto argentino-
norteamericano) basé su propuesta en patrones geométricos basados en referencias islamicas, presidida
por dos torres iguales de planta en estrella de 12 puntas y un puente que las interconectaba.

Ambas torres conformaban una puerta urbana y marcaban un lugar simbélico, algo sobre lo que
Pelli ha escrito profusamente. Dado que las otras propuestas planteaban torres asimétricas o usaban
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un lenguaje moderno-internacional, la idea de
Pelli fue aceptada por unanimidad, no sin antes
establecer algunas modificaciones:la planta de las
torres deberia basarse en 2 cuadrados girados y su
fachada deberia incluir una aguja. Una planta en
estrella de 8 puntas traia muchas complicaciones
funcionales, por lo que finalmente se opté por
anadirle 8 l6bulos circulares, otorgando al edificio una
forma Unica, totalmente diferente a los rascacielos
de occidente.

Como se observa, los edificios son simétricos, tanto
en su estructura como en su posicién uno con
respecto al otro.

Fuente: http://moleskinearquitectonico.blogspot.com/2007/12/las-torres-petronas-csar-pelli.nhtml

@quuemos

Junto a tus companeros busca edificios chilenos que tengan algun tipo de transformacién isométrica.

a) ;Cuantos ejes de simetria tienen las torres después del puente que las conecta?

b) ;Qué otras transformaciones isométricas puedes observar en la construcciéon?
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actividades finales J

Sean los puntos A(0,1), B(4,-2), C(7,2) y D(3,5)
los vértices de un cuadrilatero.

a) Prueba que el cuadrilatero ABCD es un cua-
drado.

b) Determina las coordenadas de la imagen de
ABCD en cada una de las siguientes trans-
formaciones:

i) Traslada ABCD tal que la imagen de A
sea D.

ii) Refleja ABCD respecto al eje Y.

iii) Rota ABCD entorno a D con un angulo
de 90°.

iv) Aplica a ABCD la traslacion T_1 gy y la
imagen resultante A'B'C'D’ refléjala con
respecto al eje X de coordenadas en el
plano cartesiano.

Uno de los extremos de un segmento rectilineo
de longitud 5 es el punto (3,-2). Si la absci-
sa del otro extremo es 6 hallar su ordenada.
¢ Cuantas soluciones hay?

Los vértices de un tridangulo son A(2,8), B(0,-1)
y C(6,-1). Determina las coordenadas de los
puntos medios del tridngulo ABC, luego prue-
be que las medianas (segmento que une los
puntos medios), miden la mitad del lado.

Las coordenadas de los puntos medios de los
lados de un tridngulo son (2,5), (4,2) y (1,1).
Encuentra las coordenadas de los tres vértices.
(Ind: usa lo anteriormente probado)

Los puntos extremos de un segmento son
P,(2,4) y P»(8,-4). Halla el punto P(x,y) que
divide a este segmento en dos partes tales que

PP:PP,=1:3

Dadas las coordenadas de AFAT, para cada
caso, determina las coordenadas de un punto
C tal que AFAT = ACAT.

a) F(1,2); A4,7); T(4,2)
b) F(7,5); A(=2,2); T(5,2)

Las coordenadas del AABC son A(1,2); B(4,2);
C(2,4), y las coordenadas del segmento DE son
E(6,7); D(6,4). Encuentra las coordenadas del
punto F de tal manera que AABC = ADEF.

Dada la figura A en la siguiente ilustracion,
describe la transformacion isométrica que lleva
la figura A enla B, luego la B en la Cy asi con-
tindia hasta la figura F.

Aplica la composicion T(6,—1) o T(-7,2) al trazo
PQ. ¢Cuadl es la traslacion que lleva la imagen

4 ’
P'Q que resulta de la composicién, al trazo

PQ>




Las coordenadas del AABC son A(-1,2); B(4,2);
C(2,4) y las del ADEF son F(10,-1); E(7,1),
D(5,-1).

a) ¢(Son congruentes estos triangulos?
b) Fundamenta tu repuesta.

El poligono ABCDE es congruente a cierto po-
ligono A'B'C'D'E', es decir, existe una transfor-
macion isométrica en la cual A' es imagen de
A, B' esimagen de B, C' es imagen de C, D' es
imagen de D y E' es imagen de E.

Entonces de las siguientes aseveraciones es
(son) verdadera(s):

I. BC=B'C’

Il. Z.DEA = ~D'E'A’

ll. C'D’ es proporcional a CD
a) SoéloI.

b) Sdlo II.

c) Sololll.

d) Sololyll.
e) Solo Iy III.

Si AC=BCy AD=BD.
Demuestra que AB L CD.
C

®

14

®

Sea (iAGJ_K con ﬁzmyﬁsﬁ. Prueba

que GK = JK.
K

Sea el ARST Isésceles con RT = ST, M punto
medio de RT y N punto medio de ST. Demues-
tra que SM =RN.

T

Si X es punto medio de U_SyR_V, y el pun-
to Y es punto medio de VT ySW . Ademas,
UR || VS || WT. Decide, (cuales pares de trian-
gulos, en la figura, son congruentes?

\%

Demuestra que en todo triangulo las transver-
sales de gravedad se cortan en larazén 1 : 2.

MATEMATICA 10 Medio
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Sea el cuadrilatero ABCD con Q, R, S, P, puntos medios de AB, E, cD y DA respectivamen-
te. Demuestra que el cuadrildtero PQRS es un paralelégramo.

A

En el juego del Pool, cuando una bola golpea la banda, el &ngulo con el cual golpea es el mismo
con el cual sale la bola.

Supén que tienes que golpear la bola amarilla con la bola blanca, pero la bola negra y azul te

impiden hacerlo directamente. Por lo tanto tienes que lanzar la bola a una o dos bandas para que
luego golpee a la bola amarilla.

¢En que puntos de la banda debes golpear la bola blanca para que en el rebote golpee a la
amarilla?




F

'\ autoevaluacion )
o

(Timss, 2003 modificado). Los puntos A(2,3) y
B(4,7) son los vértices de un cuadrado ABCD que
tiene todos sus vértices en un solo cuadrante.
i Cudles son las coordenadas de los vértices C

(Timss, 2003) Si el patrén de teselacion continua
cubriendo la malla de abajo, icual es la pieza
que deberia ir en X?

Al G

(Problema modificado de Prueba Timss 2003)
Dadas las siguientes baldosas:

a ) Gl

Si en el cuadriculado PQyRS son ejes de sime-
trfa, ;cudl baldosa deberia ir en el lugar de X e
Y respectivamente?

P

a) CyB
b) ByC
¢ CyD
d) AyD
e) CyA

Sial segmento AB de coordenadas A(-1,0)y B(-2,3)
se le aplica la composicion R((-3,-1),90°) o T(1,1),
las coordenadas de la imagen B’ es:

a) B'(-1,4)
b) B(2,-3)
c) B'(-1,-4)
d) B'(1,-4)

(Prueba TIMSS 2003) ABCD es un trapecio.
Otro trapecio, GHIJ (no se muestra), es congruente
con ABCD. El angulo cuyo vértice es Gy el angulo
cuyo vértice es J miden 70° cada uno. ;Cual de
estas afirmaciones podria ser verdadera?

B C

70°

A

a) GH=AB.

b) El 4ngulo cuyo vértice es H es un angulo
recto.

¢) Todos los lados de GHIJ tienen la misma
longitud.

d) Elperimetro de GIHJ es tres veces el perimetro
de ABCD.

e) El area de GHIJ es menor que el area de
ABCD.

(Prueba TIMSS 2003) En el cuadrado EFGH,
;cudl de estas afirmaciones es FALSA?
H G

E F

a) AEIFy AEIH son congruentes.
b) AGHIy AGHF son congruentes.
¢) AEFH y AEGH son congruentes.
d) AEIFy AGIH son congruentes.
e) AEGFy AFGH son congruentes.

MATEMATICA 10 Medio
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DATos
sta Unidad seras capaz de nestaUnidad:

!
Interpretar informacion de contextos diversos presentadas 1 ‘ .

en gréficos cuyos datos estan agrupados en intervalos.
T

Histogramas, poligonos de

frecuencia y de frecuencias
Utilizar informacién presente en histogramas y poligonos de acumuladas, construidas

frecuencia para producir informacion en diversos contextos. manualmente y con
E—

herramientas tecnolégicas.

Graficar histogramas y poligonos de frecuencias a partir de

informacién datos agrupados en intervalos.
——

Utilizar un programa computacional para analisis estadistico E,
y graficar informacién
T

Calcular las medidas de tendencia central y de posicion, e in-
terpretarlas para obtener informacién pertinente respecto al
conjunto de datos de donde fueron obtenidas.

Medidas de tendencia ten-
tral: media, moda y mediana.
Medidas de posicion: quintil,
cuartil y percentil.

Caracterizar conjunto de datos provenientes de diversos con-
textos, aplicando medidas de tendencia central y de posicion.

==k
Muestra aleatoria y error
muestral.

Conocer distintos tipos de muestra aleatoria y el concepto de
error muestral.

Reconocer el tipo de sesgo en la representacion grafica de |
una muestra.Reconocer la dispersién de una muestra.
-

Representar graficamente la variabilidad de una muestra a
través de un grafico de caja.

_ -
'| Medidas de variabilidad y
dispersion de una muestra.

Grafico de Caja.

Ley de los Grandes Numeros
Frecuencia relativa -
probabilidad de un suceso.

Conocer empiricamente la Ley de los Grandes Numeros
y relacionar la frecuencia relativa con la probabilidad de
un suceso.

Utilizar la férmula de Laplace para resolver problemas en con-
textos de incerteza, aplicando medidas de tendencia central y
de posicion.

Férmula de Laplace.
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El volcan Chaitén es un volcan chileno del tipo caldera ubicado a 10 km al noreste de
la ciudad de Chaitén, capital de la provincia de Palena, en la Regién de Los Lagos. El
2 de mayo del afo 2008, a las 12:30 AM, un gran estruendo junto con una fuerte
sacudida despert6 a los habitantes de Chaitén y alrededores, quienes en la oscuridad
vieron y sintieron un volcan entrar en erupcién, en un principio creyeron que era
el volcan Michinmahuida ubicado a 35 km al noreste de Chaitén, pero al llegar el
amanecer y al despejarse un poco la nube volcanica, notaron que en realidad era “el
Chaitén”, un volcan que se creia extinto. La nube de ceniza tomd direccién este, sien-
do observada en un radio de 180 km, afectando incluso localidades de Argentina de
la provincia de Chubut como Esquel. Algunas de esas localidades cerraron colegios,
aeropuertos y otros centros para prevenir problemas respiratorios.

¢ Por qué se creyo que el volcan estaba extinto? Porque el volcan no habia presentado
actividad sismica en mucho tiempo. Uno de los propésitos fundamentales para el es-
tudio de la sismologia volcanica es el de conocer los patrones de actividad sismica que
permitan establecer oportunamente la probabilidad de una erupcién. La actividad
sismica en volcanes suele presentarse con meses 0 afos de anticipacion a cualquier
manifestacion observable en el exterior, por ejemplo la emision de vapor, gases o ceni-
zas o bien el calentamiento del agua de la laguna que puede formarse en el crater. Es
por ello que la sismologia volcanica es considerada como una de las herramientas mas
utiles en el conocimiento del fenémeno volcanico y determinante, en consecuencia,
para la proteccién de las poblaciones cercanas.
. . o Estadistica sismos VT v/s energia liberada

En el siguiente grafico de 04 mayo al 03 junio de 2008
frecuencia se puede obser- Leyenda
var que unos dias antes de
la erupcion la zona presento
una sequidilla de movimien-
tos sismicos y posteriores
a éste también como se puede
observar.

3E +013

2E + 013

N° de sismos

1E + 013

Ui-.-. . At illﬂf-'

0
4-may 9-may 14-may 19-may 24-may  29-may 3-jun
Fecha

Figura 1: Gréfico que muestra la estadis-
tica de sismos tipo VT (sismo de origen
volcano-tecténico) registrados desde el
04 de mayo al 03 de junio de 2008. Se
puede apreciar la continua disminucién
tanto del nimero de sismos como de la
energia sismica liberada (curva violeta).
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(" para recordar
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NUmero de items

Pregunta prueba TIMSS. El grafico muestra el nimero de lapices de pasta, lapices de mina, reglas y
gomas vendidas por una tienda en una semana:

160
140 1
120
100
80

60

40

20

0

ftems vendidos por la tienda

Los nombres de los articulos fueron borrados. Sin embargo, se sabe que los lapices de pasta fueron los
articulo mas vendidos, y los menos vendidos fueron las gomas. Como dato se tiene que se vendieron mas
lapices de mina que reglas. ; Cuantos lapices de mina se vendieron?

a) 40 b) 80 c) 120 d) 140

Un gimnasio recogié informacién de las personas que acuden a visitarlo, para saber el nimero de horas
semanales que sus servicios son utilizados. Los resultados al entrevistar a 60 personas fueron los siguien-
tes: 2,8,5,6,1,3,2,8,5,3,2,4,1,3,4,4,3,5,2,6,1,7,6,2,5,3,8,4,6,2,8,7,6,4,3,2,6, 1,
1,1,2,2,4,7,6,2,1,3,4,5,8,2,2,6,5,3,2,3,4y 3.

a) Determina el campo de variacion de la variable que se estudia.

b) Construye la tabla estadistica correspondiente con datos sin agrupar, y representa el diagrama de
barras indicando la frecuencia absoluta y la frecuencia relativa. Ademaés determina la media y moda
de la muestra.

¢) Realiza la representacién numérica mediante una tabla estadistica con datos agrupados en interva-
los de amplitud 3 (abiertos a la izquierda y cerrados a la derecha).

[TIMSS] La figura muestra un circulo dividido en 24 sectores del mismo ta-
manfo. Al centro del circulo se clava una flecha que se puede hacer girar, de
forma tal que al detenerse la flecha, ésta puede marcar cualquiera de los
sectores circulares con igual probabilidad.

1 . 1 . 1 .
Si r de los sectores se pinta azul, >4 se pinta morado, — se pinta anaran-

jadoy ol no se pinta. Al girar la flecha, ;en un sector de qué color es MENOS

probable que se detenga?
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:Qué dice?

Como ya sabemos la actividad sismica volcédnica es la que permite obtener infor-
macidn del estado del volcan y con ello poder tomar decisiones que protejan a las
poblaciones. Asi existen dos medidas principales para determinar el “tamafio” de
un sismo: la intensidad y la magnitud, ambas expresadas en grados. Aunque a
menudo son confundidas, expresan propiedades muy diferentes.

La intensidad es una medida de los efectos causados por un sismo en un lugar determi-
nado de la superficie terrestre. La escala mas comun en América es la escala modifica-
da de Mercalli que data de 1931. Esta, va del grado I (detectado s6lo con instrumentos)
hasta el grado XII (destruccion total), y corresponde a dafios leves hasta el grado V.

Por otra parte, la magnitud permite conocer la cantidad de energia liberada en el
hipocentro o foco, que es aquella zona del interior de la Tierra donde se inicia la
fractura o ruptura de las rocas, la que se propaga a través de ondas sismicas. Esta
medida se calcula mediante una expresion logaritmica (expresion que ya conoce-

ras), cuyos datos se obtienen del andlisis de los registros instrumentales. Es una me- 0
dida mucho mas precisa que la intensidad, la que se mide usando la escala Mercalli
y esta basada sélo en observaciones subjetivas de la destruccion en cada lugar. La El hipocentro es el pun-

to al interior de la Tierra,
donde se inicié el movi-
miento sismico.

magnitud de un sismo se expresa usando la escala de Richter, que arbitrariamente
asigna grado cero a los limites bajos de deteccion, y no tiene un limite superior.
Cada grado de la escala representa, respecto al grado que le precede, un incremento
en la amplitud de onda por un factor de 10.

Observemos las siguientes representaciones graficas de las magnitudes de los sis-
mos el 27 y 28 de julio del 2008:

Numero de sismos VT v/s magnitud Numero de sismos VT v/s magnitud
27 de julio 2008 28 de julio 2008
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Fuente: Informacion extraida de los informes realizados por el Servicio Nacional de Geologia y Mineria.

(Qué informacion puedes obtener de los graficos anteriores? ;De qué magnitud son la
mayoria de los sismos presentados en los dos dias? ;Puedes calcular la cantidad total de
sismos el dia 27 de julio? ;Qué magnitud es la que mayor frecuencia presenta el dia 28
de julio? ;Se pueden responder estas interrogantes solo observando el grafico?

Los graficos nos muestran la frecuencia de los sismos de una determinada magnitud,
la cual estd dada en intervalos, como por ejemplo de 3,1 a 3,5 en la escala de Richter,
y tienen una frecuencia de 70 sismos el dia 28 de julio del 2008.

@ctividades

1. Observando los gréficos anteriores, ¢cual de los dias hubo mas actividad sismica?
2. /Podrias estimar la cantidad sismos que estan por sobre los 3,5 grados en los dos dias?
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()

La palabra histograma
es griega:

histos = trama o textura,
grama = escritura.

En lugar de utilizar fre-
cuencias absolutas, los
histogramas también se
pueden contruir consi-
derando frecuencias re-
lativas o porcentajes.

Los graficos de la pagina anterior representan una tabla de frecuencia de datos
agrupados en intervalos o recorridos, a estos graficos les denominamos histogra-
mas. Los histogramas son la representaciéon mas comun de distribuciones de una
variable cuantitativa como se puede apreciar en los informes econémicos, politicos,
sociales y muchos mas.
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Basicamente, un histograma no es mas que un conjunto de rectangulos representa-
tivos, cada uno de ellos, de un intervalo de agrupacion o clase. Las bases de dichos
rectangulos son equivalentes a la amplitud del intervalo y la altura se calcula de
manera que su area sea proporcional a la frecuencia de cada clase.

Como puedes observar en algunos histogramas se muestra una linea poligonal
abierta la cual une los centros de clases de los rectangulos de frecuencia. La si-
guiente grafica muestra las exportaciones chilenas en los tltimos 8 afios en miles de
millones, ;qué informacion nos entrega la linea poligonal del grafico derecho?
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Como podemos ver en los dos graficos el comportamiento de las exportaciones
de Chile ha aumentado considerablemente. Asi la linea poligonal del grafico de-
recho nos facilita observar el comportamiento de las exportaciones, por ejemplo:



observamos que el mayor incremento en las exportaciones se presentd entre los
afios 2006 y 2007, ya que el segmento que los une presenta una mayor pendiente
positiva.

La linea poligonal abierta del grafico anterior recibe el nombre de poligono de
frecuencia y se utiliza para observar el comportamiento mas “suave” de una dis-
tribucion de frecuencias. Asi por ejemplo en el siguiente poligono de frecuencia
podemos ver que los promedios de puntajes de Lenguaje y Matematicas PSU del
2008 tuvieron el siguiente comportamiento. ;,Cudl fue el puntaje mas obtenido?

Puntaje promedio PSU 2008 Lenguaje y Matematicas
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ctividades

1.

Observa el gréfico de la derecha y responde:

a) (Cuadles son las diferencias entre los graficos de los
hombres y las mujeres?

b) /En qué periodo de edad existe mayor cantidad de
personas con discapacidad?

c) ;Quiénes son mas proclives a tener algun tipo de
discapacidad?

Observa el gréfico de la derecha y determina:

a) Los vértices del poligono de frecuencia, los cuales
son determinados por las marcas de clase de cada
intervalo y la frecuencia dada por la altura del rec-
tangulo.

b) El drea de cada rectangulo y sumalos.

c) El drea debajo del poligono de frecuencia.

d) (Las areas son iguales?
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Unidad

Las marcas de clase, son
los puntos medios de los
periodos o intervalos de

clase.
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Tramo Ingreso familiar en $

1 Menos de 144 000

2 144 001 a 288 000 AcumUIando

3 288 001 a 432 000

4 4320012576000 La siguiente tabla muestra la distribucion de los resultados de los alumnos en

Z %g 881 : ;ég 888 la PSU, proceso de admision 2009, promedio lenguaje y matematicas conside-

7 864001 a1 008000 rando el ingreso familiar. Este monto se ha clasificados en 12 tramos, como lo

8 | 1008001a1 152000 detalla la tabla de la izquierda.

9 1152 001 a 1296 000

10 1296001 a 1440 000

1" 1440001 a 1 584 000

12 1584001 6 mas

PUNTAJE T1 T2 T3 T4 T5 T6 17 T8 T9 T1I0 111 T12 SI TOTAL

Menosde 450 29041 30346 10282 3892 1863 1009 733 330 139 109 99 423 42 78308
450 - 600 26997 41545 21060 10298 6606 3733 3656 2215 813 745 735 3724 27 122154
601-700 3336 6925 5124 3409 2719 2027 2246 2078 634 636 668 5252 5 35059
Mas de 700 263 635 617 450 421 388 453 575 170 158 196 2271 O 6 597
TOTAL 59637 79451 37083 18049 11609 7157 7088 5198 1756 1648 1698 11670 74 242118

Fuente: DEMRE.
Si nos centramos en los alumnos que obtuvieron mas de 700 puntos, ;/qué cantidad

de alumnos tiene un ingreso familiar mayor a $720 000? o mejor atn, ;cual es el
tramo donde se encuentra la mitad de los alumnos con puntajes,

Tramo  Fr. Absoluta  Fr. Acumulada "™
1 263 263 5000
2 635 898 § B Fr. Absoluta
i Z;é ’1| 3(152 E 5000 1| mFr Acumulada
®
5 421 2386 '
6 388 2774 S 3000
7 453 3227 g
8 575 3802 £ 200
9 170 3972
10 158 4130 100
11 196 4326 0
12 2271 6597

o importante

Al poligono de frecuen-
cia acumulado se le de-
nomina ojiva.

@ctividades

1. En el gréfico de poligonos de frecuencia, ¢cudl es el mayor incremento que sufre el poligono de frecuencia
de un vértice a otro?

2. Enlos alumnos que tuvieron puntajes entre 601y 700 en la PSU. ¢ Cuantas familias tienen un ingreso bruto
menor a $ 432 001? Desarrolla las tablas de frecuencia y grafica los poligonos de frecuencia acumulada.



Si tengo informacion,
(como la presento?

Lautaro realiz6 una encuesta a sus compaifieros sobre las horas de estudio que
habian realizado la semana anterior, obteniendo los siguientes datos: 18, 60, 72,
58, 20, 15, 12, 26, 16, 29, 26, 41, 45, 25, 32, 24, 22, 55, 30, 31, 55, 39, 29, 44,
29,14, 40, 31, 45, 62, 36, 52, 47, 38, 36, 23, 33, 44, 17 y 24.

(Como podra Lautaro presentar estos datos a sus compaiieros de curso? Vamos a
usar el histograma, el poligono de frecuencia y frecuencia acumulada para ayudar
a Lautaro. Primeramente debemos crear una tabla de distribucion de frecuencia.

Si contamos los datos, nos podemos dar cuenta que hay 40 datos, los cuales varian
de un minimo de 12 horas a un maximo de 72 horas de estudio. Debemos determi-
nar en cuantas clases queremos distribuir los datos. Tenemos 40 datos, por lo tanto
tenemos que el nimero mas cercano a +/40 se aproxima al nimero entero 6, luego
restamos el dato mayor que es 72 al dato menor 12 y lo dividimos por 6.

max min

k 6

Siendo 10 la amplitud de las clases. Ahora tenemos que la primera clase esta dada
por el intervalo [12-22], luego como las clases deben ser excluyentes tenemos que
la segunda clase va de 23 a 33 y asi sucesivamente, obteniendo la siguiente tabla:

Clase Frecuencia Fr. acumuladas

X — X 712—-12
= =10

12222 8 8
23a33 14 22
34a44 8 30
45a55 6 36
56 a 66 3 39
67a77 1 40

Ya habiamos visto como se obtenia la frecuencia acumulada. Para generar el histo-
grama debemos generar un grafico donde el eje horizontal representa las clases y el
eje vertical representa la frecuencia de cada clase. Como observamos los datos son
enteros, por lo tanto es bueno que los ejes tomen valores enteros. Asi obtenemos el

siguiente histograma:
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« Datos y azar.

Ahora para obtener los poligonos de frecuencia y frecuencia acumulada debemos
determinar las marcas de clase. Como recordamos, las marcas de clase son el punto
medio entre los extremos de los intervalos de las clases. Asi tenemos que la marca
de clase para el primer intervalo es

12422
2

17

Siendo 17 la marca de clase del primer intervalo. Luego considerando las mismas
frecuencias de los rectdngulos, obtenemos los siguientes graficos de poligonos de
frecuencia y frecuencia acumulada.
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CLASE DE EDADES
(Qué informacion me entregan tanto los histogramas como los poligonos de fre-
cuencia con respecto a las horas de estudio?
ctividades

1. Las siguientes son las distancias que 30 estudiantes elegidos al azar de una
escuela recorren diariamente de ida y vuelta para ir a la escuela (en cuadras).

12 30 10 11 18 26 34 18 8 12

26 14 5 22 4 25 9 10 6 21 Puntaje estandar Total
18 18 9 16 44 23 4 13 36 8 150-199,5 13
200-249,5 521

a) Elabora la tabla de distribucion de frecuencia y frecuencia acumulada. 250-299,5 3485
b) Elabora un histograma. 300-349,5 12 008
¢) Elabora el poligono de frecuencia y frecuencia acumulada. SSUERRD Zilenl
400-449,5 32317

450-499,5 38905

2. Observa la tabla de distribucion de frecuencia de la derecha. 500-549,5 38568
a) Desarrolla el histograma y el poligono de frecuencia. EERlE 31342
600-649,5 20874

b) Determina la columna de frecuencia acumulada y la de marcas de clase. 650-699.5 11074
Luego grafica el poligono de frecuencia acumulada asociado. 700-749,5 4348
750-799,5 1348

800-850 248

Total 216 892
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:Se puede con Excel?

Excel es un software que viene incluido en los programas de Microsoft Office.
Excel permite desarrollar los histogramas y poligonos de frecuencia de manera o

mas facil y rapida.

Un modelo matematico
ampliamente utilizado para
representar distribuciones
de frecuencias es el de la
llamada “Curva de Gauss”.
Para visualizar dicha curva,
en el drea de matematica
del Museo de Ciencia
y Tecnologia de Paris
(Francia) se dispone de
la “Plancha de Galton”.

La plancha de Galton es
untablero vertical conuna

serie de clavos distribuidos
Recordemos los datos de la encuesta de Lautaro, los cuales ordenamos en la tabla.

. en forma triangular. Al
Desarrollemos estas tablas de frecuencia en Excel. 9

dejar caer una bolita por

Lo primero que debemos hacer es colocar los nombres a las columnas de la tabla iEllapesn e

de frecuencia: el numero de la clase, descripcion de la clase y la frecuencia, para

luego completar la tabla. mitad de las veces labola
sedesviara aladerechay

los clavos. En cada clavo, la

la otramitad alaizquierda.
Cuando se lanzan varias
bolitas por el tablero, la
mayoria de las bolitas se
concentran al medio, taly
como muestra la siguiente
imagen.

Luego de completar la tabla nos dirigimos al asistente para graficos, donde nos
aparecera un cuadro como el que se muestra en la pagina siguiente. I

El asistente nos ofrece una gran cantidad de tipos de graficos para desarrollar, pero
solo vamos a realizar un grafico de columna agrupada, el primero que se muestra
en el asistente.
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Como puedes observar el recuadro de asistente para grafico destaca el que vamos a
usar. Seleccionamos siguiente y aparecera otro recuadro el que pide los rangos de
los datos y los rotulos o nombres de las columnas, en este caso la descripcion de las
clases y la frecuencia de cada clase.

Ademas en el segundo paso se debe cambiar el nombre de las series, las cuales,
como ya sabes, son la descripcion de cada clase. Asi seleccionamos la segunda
hoja del recuadro y seleccionamos la serie 1 y luego vamos donde se encuentra
el nombre de la serie 1, en nuestro caso columna B y fila 4. También podemos
agregar el nombre del eje, que en nuestro caso es clases. Luego se continia con
las demas series.
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Ahora en el tercer paso podemos colocar el nombre a los ejes, tanto horizontal
como vertical. También podemos colocar el titulo del grafico. Hay otras posibilida-
des para el grafico, pero te dejamos que investigues tu solo.

El cuarto paso nos pide que le digamos donde queremos el grafico, en la hoja 1, en
la que estamos trabajando o en otra.

Para el poligono de frecuencia, debemos elegir el grafico tipo lineas y para obser-
var mejor los marcadores de cada clase, seleccionamos el grafico de lineas con
marcadores en cada valor de datos. Los pasos 3 y 4 son exactamente los mismos
que para un histograma.
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m aplicando lo aprendid

——a®

@ Elgrafico presenta la prevalencia de Gltimo afo €) Lasiguiente tabla muestra el porcentaje de chi-
de consumo de marihuana y cocaina segun lenos con discapacidad por rango etareo.
rendimiento escolar, en porcentajes.

60

51,0

50

40

30

20

8,3
4,6
o mm W

OaSafios 6afldanos 15a29anos 30a 64 anos 65anosymas

4,9 0 menos Entre 5,0y 5,9 Entre 6,0y 7,0 0

W Marihuana W Cocaina

Fuente INE

Fuente CONACE ) ., )
a) Sabiendo que la poblacién total de disca-

a) ;Existe alguna relacién entre el porcentaje pacitados es de 2 068 072 personas. Deter-
de consumo y las calificaciones? mina la tabla de distribucién de frecuencia

que dio origen al grafico.
b) ;Cual es la razon entre los porcentajes de

alumnos que obtuvieron calificaciones en- b) Luego determina la frecuencia acumulada
tre 6,0y 7,0 y los que obtuvieron califica- y elabora el poligono de frecuencia acu-
ciones entre 4,9 y menos? mulada.

@) ¢Queé conclusiones sacas tu de esta infor- 0 El siguiente cuadro representa el consumo de

macion? carne de Chile en el periodo 1980-1990.

25 Consumo _anual per capita de carne en Chile

@ Lossiguientes datos corresponden a las precipi-
taciones de la Isla de Juan Fernandez en un ano
en milimetros cubicos. 20

233 238 600 36,3
243,2 2993 168,1 194,8 5
57,2 1004 386 39,2

a) Elabora la tabla de distribucion de frecuencia 10 — T T T
con datOS agrupadOS en C|aSGS |nd|cando 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 1988 1989 1990
la frecuencia absoluta, frecuencia relativa,
frecuencia acumulada y por Gltimo la marca
de clase.

Afos

a) ;Cuaéles fueron los periodos de baja en el
consumo per capita de carne que hubo

: - ?
b) Elabora un histograma y el poligono de fre- et B0 B E:

cuencia. ) : .
b) ;En qué periodos se encuentran las varia-
¢) Elabora el poligono de frecuencia acumu- ciones con mayor alza de consumo?
lada.

¢) ;En qué ano se produjo el menor consu-
mo y el mayor consumo de carne?



;Quién debe representar a los datos?

Amaru obtuvo las siguientes calificaciones en matematicas.

1 47546 4
(Cual deberia ser la calificacion final en matematica para Amaru? ;Qué califica-
cion representa mejor a todas las calificaciones de Amaru? ;Qué podemos hacer?
Lo que necesitamos es una calificacion, tal que las demas calificaciones estén a su
alrededor, es decir, estén cerca de ese valor. Necesitamos un nimero intermedio,
necesitamos una medida de tendencia central.

Cuando los profesores obtienen los promedios de las notas, usan una medida de
tendencia central, es decir estan obteniendo una calificacion que represente a las
calificaciones obtenidas en la asignatura. Esta medida de tendencia central recibe
el nombre de media.

La media de n datos x , x,, . . ., , x , se calcula por medio de la formula

- X tXt.tx,
Xx=—"—
n

En el caso de Amaru la media se obtiene

1+44+7+5+4+6+4
7

(Crees que la calificacidn final representa a las calificaciones de Amaru? ;Amaru
debid tener mayor o menor calificacion final del curso? ;Qué crees tu?

4,4

Lautaro opina que Amaru debi6 haber tenido la nota que mas se sacé en la asigna-
tura, es decir, un 4, ;qué piensas tu al respecto? Lautaro estd usando otra medida
de tendencia central, esta medida recibe el nombre de moda. Es cierto, al parecer
ya habiamos escuchado esta palabra en el mundo comercial, cuando una prenda de
ropa o anteojos es muy usado se dice que esta de moda. En nuestro caso la califi-
cacion 4 es la mas reiterada, por lo cual corresponde a la calificaciéon con mayor
frecuencia.

La moda de un conjunto de datos, es el valor que aparece con mayor frecuencia.

@ctividades

Unidad /]

La realizacion de los cen-
sos origino la necesidad
de mejorar los métodos
de recoleccion y analisis
de datos,apoyandose en
herramientas matema-
ticas y en el cdlculo de
probabilidades.Mediante
el uso de cuadros, tablas
y gréficos se organizaron
y redujeron datos. La Es-
tadistica Descriptiva se
ocupa de organizar, redu-
cir los datos y calcular los
principales descriptores
estadisticos, tales como:
las medidas de tendencia
central, dispersion,asime-
tria y kurtosis.

X se lee x barra.

1. Si las calificaciones de Amaru fueran: 1, 1, 7, 7. ;Qué medida de tendencia central escogerias para repre-
sentar al conjunto de calificaciones?

2. Hay 10 personas en un ascensor, 4 mujeres y 6 hombres. El peso medio de las mujeres es de 58 Kg. y el de
los hombres de 72. ; Cuél es el peso medio de las 10 personas del ascensor?

3. La media en fluidez verbal de una clase de un colegio es de 400. Si extraemos una muestra aleatoria de 5
estudiantes y resulta que la puntuacién de los 4 primeros es de 380, 420, 600, 400. ;Cual seria aproxima-
damente la puntuacion esperada para el quinto estudiante?
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Estimar la media en da-
tos agrupados, puede
que no resulte muy con-
fiable, ya que usamos
sélo un representante
de cada clase, la marca
de clase.

Tramo Descripcion
1 Menos de 144.000

2 144.001 a 288.000

3 288.001 a 432.000

4 432.001 a 576.000

5 576.001 a 720.000

6 720.001 a 864.000

7 864.001 a 1.008.000
8 1.008.001 a 1.152.000
9 1.152.001 a 1.296.000
10 1.296.001 a 1.440.000
11 1.440.001 a 1.584.000
12 1.584.001 0 més

Lautaro es un alumno que siempre al final de los cursos se esfuerza para cambiar
y elevar la media de la calificacion final. Las primeras 4 calificaciones de Lautaro
son las siguientes:

3434

En la tltima prueba Lautaro obtuvo una calificacion 7 y estaba feliz, pero el pro-
fesor viendo que Lautaro podia esforzarse mas durante el afio, no usé la media
para estimar su calificacion final. El profesor ordend las calificaciones de menor
a mayor

33447

Observé que tendria dificultad al aplicar la moda a las calificaciones, asi que es-
cogio la nota que estaba al medio de las calificaciones, es decir, escogio el 4 como
calificacion.

(Qué medida de tendencia central uso el profesor? El profesor uso la medida de
tendencia central llamada mediana. Como puedes observar la mediana no se ve
afectada por los valores de los datos extremos.

Para determinar la mediana de un grupo de datos debemos:

1. Distribuir los datos en orden numérico (del mas pequeno al mas grande o del
mas grande al mas pequeio).

2. Si el numero de datos es impar, la mediana es el dato que se encuentra a mitad
de la lista.

3. Si el nimero de datos es par, la mediana es la media de los dos datos que se
encuentran a la mitad de la lista.

En la siguiente tabla de distribucion, ;como obtendrias los valores de la media,
moda y mediana?

Fr. Absoluta ~ Fr. Acumulada 71000
263 263 6000
635 898 é’ B Fr. Absoluta
617 1515 € 5000 ™1 mFr Acumulada
450 1965 S 4000
421 2386 =
388 2774 § 3000
453 3227 $ 2000
575 3802 =
170 3972 1000
158 4130 0
196 4326
2271 6597 Tramo

Para datos agrupados en clases, la media se estima con la siguiente expresion:

mn, + myn, + ...+ mgn,

X=
n
donde m ,m,, ..., m, son las marcas de clase y n,,n,, . . ., n, son las frecuencias de

cada clase y el n del denominador indica la cantidad de datos.
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Para datos agrupados, la mediana se estima determinando primeramente la posi-
cion de ésta en el conjunto de datos ordenados. Entonces para n datos tenemos que
la posicion de la mediana (Me) esta dada por la expresion

F
Me=L_ +A —
2N

1

Luego de determinar la posicién determinamos el intervalo cuya frecuencia abso-
luta acumulada supera inmediatamente a la posicion de la mediana pos(me). Asi
tenemos la siguiente expresion:

Me=1L, +A-2”F

inf
1

donde L,, ses el limite inferior del intervalo, /" es la frecuencia acumulada del inter-
valo de clase, n; es la frecuencia absoluta del intervalo mediano y por ultimo 4 es
la amplitud del intervalo mediano.

Para datos agrupados, la moda (Mo) se determina primero identificando la clase
con la mayor frecuencia. Luego aplicamos la siguiente expresion:

F.
Mo=L,, +——
F,+F,

donde L;, ; es el limite inferior del intervalo modal, F; es la frecuencia absoluta
siguiente a la modal y F, es la frecuencia absoluta anterior a la modal.

ctividades

1. Silas calificaciones de Ayinko son las siguientes: 456 7 5 6 3.

a) Determina todas las medidas de tendencia central de las calificaciones  Total 6 740,4

de Ayinko. Tarapacé 132,0

b) Decide cual de las medidas de tendencia central, le conviene a Ayinko  Antofagasta 220,0

para la calificacion final. Atacama 113,9

. Determina las medidas de tendencia central de la tabla de distribucion de  Coquimbo 251,5

la pagina anterior. Valparaiso 663,1

. La tabla de la derecha, muestra la cantidad de empleos por regién en O'Higgins 331.4

miles de personas. Maule 381,8

a) Cual es el promedio de empleos que se ofrece a nivel nacional? Bio-Bio 705,7

b) ; Qué region tiene la mayor cantidad de empleos? ¢A qué medida de  AAraucania 355,2

tendencia central corresponde este valor? Los Lagos 323,6

©) ;Cudl es la mediana en la cantidad de empleos? Aysén 47,0

) ) _ _ . . - Magallanes 62,6

. L(;omo seria eI. hlsf[ograma, sila medla, moda y.medlana cgmoden enun Metropolitana 2930,9
mismo valor? ;Y si la moda va primero, la mediana después y por ultimo -

la media? ¢V si la media va primero, la mediana después y por Ultimo la  Los Rios 1411

moda? Arica Parinacota 80,3
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LY 4

Medidas de posicion

Observa la siguiente tabla:

Total de ciudades capitales

Hogares, personas, gastos e ingreso mensual por hogar, segun grupo de quintil de hogares
EPF noviembre 2006 - octubre 2007

Grupo de N de Gasto mensual Ingreso mensual Participacion

quintli)les de Hogares personas Personas (Pesos abril 2007) (Pesos abril 2007) e el illl)greso
hogares Numero  Porcentaje POr hogar  Numero Porcentaje  Por hogar Per capita Por hogar Per capita total

Total 2 650 757 100,00 3,56 9433750 100,00 652967 191905 659050 185184 100,00

1 530 151 20,00 424 2245306 23,80 304 042 71789 177 103 41817 5,38

2 530 151 20,00 3,88 2058416 21,82 404702 104232 312497 80 485 9,48

3 530 151 20,00 3,68 1949335 20,66 515934 140316 453217 123259 13,75

4 530 151 20,00 3,26 1725660 18,29 697700 214345 670936 206 123 20,36

5 530 151 20,00 2,74 1455033 15,42 1492456 543787 1681500 612 666 51,03

Hogares ordenados de acuerdo al ingreso Per Capita. Ingreso, excluye arriendo imputado por vivienda propia o cedida gratuitamente. Deflactado por IPC General.

La tabla muestra los gastos e ingresos mensuales de hogares de ciudades capitales
de Chile, segiin grupo de quintil de hogares.

(Qué significado tiene la palabra quintil? Un quintil corresponde a la quinta parte
del grupo total. Como puedes observar, el nimero total de hogares del estudio es
de 2 650 757, al numero total de hogares lo dividieron en 5 partes iguales, asi po-
demos ver que hay 5 grupos de 530 151 hogares cada uno.

Para el primer quintil, ;cual es el gasto mensual? ;Cual es la cantidad de personas
promedio que hay en los hogares pertenecientes al primer quintil?

El quintil es una medida de posicion, pero también se les conoce como medidas
de distribucion, ya que indica la cantidad de datos que se encuentra bajo o sobre
cierto porcentaje, por ejemplo en los hogares pertenecientes al primer quintil, ellas
representan al 20% del total de hogares.
El percentil k, se denota
y calcula de la siguiente Asi como la mediana, divide al total de los datos en dos partes equivalentes y el
forma Pk = (n+1) — quintil divide en 5 partes equivalentes existen otras medidas de posicion, como
1

por ejemplo, el cuartil y el percentil. ;En cuantas partes divide el cuartil al total de
—— datos? ;Y el percentil?

El cuartil particiona a una distribucion de frecuencias en 4 partes mediante los puntos
0,, 0,y 0, llamados primer cuartil, segundo cuartil y tercer cuartil respectivamente,
tal que el primer cuartil corresponde al 25% inferior de la distribucion de frecuencia,
el segundo cuartil corresponde al 50% inferior de la distribucion de frecuencia y el
tercer cuartil corresponde al 75% inferior de la distribucion de frecuencia.

El percentil particiona a una distribucion de frecuencia en 100 partes, mediante los
puntos P, P,,..., P, llamados primer percentil, segundo percentil y asi sucesiva-
mente hasta el 99*° percentil. Asi tenemos que P, concentra al 1% inferior de la
distribucién de frecuencia, asi con los demas percentiles.

(Con qué percentil coincide la mediana? ;Con qué percentil coincide el tercer cuartil?
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07 problema resuelto
__—

En este diagrama de barras se ha representado el nimero de hermanos que tienen los alum-
nos y alumnas del Primero medio de un colegio.
A partir del grafico determina la tabla de distribuciéon de frecuencia y determina la moda,
mediana y media del nimero de hermanos del curso. Ademas determina cual es el nUmero de
hermanos tal que el 75% de alumnos del curso tenga un numero igual o inferior.

20

% Solucion

Para realizar la tabla de distribucién primero debemos determinar el nombre de cada clase o
rango. Las clases estan dadas por el nUmero de hermanos.

Como observamos hay 45 alumnos en el curso. Para de-
terminar la media de hermanos del curso debemos dividir

Clase Frecuencia Fr. Acumulada

la suma de los hermanos en el curso por la cantidad de o J J

alumnos, es decir 1 20 27

Ox7+1%20+2x13+3x4+4x1+5x0 2 15 -
~1,38

45 3 44

4 45

Como no puede haber 1,38 hermanos, ya que las unidades 5 0 45

son enteros, tenemos que la media de hermanos es de 1,
ya que es el valor que mas se le acerca. La moda de herma-
nos, como lo puedes observar es 1.

Como recordaras la mediana es el valor que se encuentra en la mitad de los datos ordenados.

Para determinar la mediana lo primero que debemos determinar es su posiciéon al interior
45 +1

de los datos, y como son 45 datos tenemos que la pos(me) = — Entonces observando la

tabla tenemos que el valor que se encuentra en esa posicion es el nimero 1, ya que esta en la

frecuencia acumulada de 1 hermano, hacia abajo.

Para determinar el percentil 75 P_, o tercer cuartil Q, debemos determinar su posicion al in-
terior de los datos ordenados. Para ello usamos la regla P,; = (45+1)% = 46% =34,5=35, asi
la posicion es la 35, luego observando la tabla tenemos que el numero de hermanos es 2, tal

que el 75% de alumnos del curso tienen igual o menor niumero de hermanos.
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m aplicando lo aprendid
o

.

Los siguientes datos son los pesos de los alum-
nos de un curso:

a) Determina la media, moda y mediana de los
pesos de los alumnos.

b) Elabora una tabla de distribucion de fre-
cuencia.

¢) Elabora el histograma y poligono de fre-
cuencia.

d) Determina cual es el valor del peso tal que el
80% de alumnos tenga igual peso o inferior.

e) Determina cuél es el valor del peso tal que
el 45% de los alumnos tenga un peso ma-
yor al determinado.

f) Determina el tercer cuartil.

La edad media de los 175 alumnos de una es-
cuela es de 8 anos, y la de los 12 adultos (profe-
sores y personal) es de 40 afos. ; Cudl es la edad
media de todas las personas de esa escuela?

Si se conoce que el salario medio mensual de 5
hermanos, es de $120 000, y la mediana es de
$100 000.

a) (Cuanto dinero llevan mensualmente a la
casa los cinco hermanos?

b) Si Juan, el mejor pagado de los cinco her-
manos recibe un aumento de $10 000,
¢cual es la nueva media y cudl es la nueva
mediana?

En un banco comercial se desea estudiar el
tiempo de atencién necesario para que un
cliente realice una transaccion entre las 12:00
horasy las 14:00 horas. Durante una semana se
tomaron los tiempos de atencion de 10 clientes
diariamente, obteniéndose los siguientes datos
tabulados:

Tiempo de atencion Cantidad
en minutos de clientes

0,25-1,65 17
1,65 - 3,05 11
3,05-4,45 7
4,45 - 5,85 7
585-7,25 4
7,25 - 8,65 2
8,65-10,65 2
TOTAL 50

a) Determina qué porcentaje de clientes demo-
raron a lo mas 3 minutos en su atencion.

b) Determina cudntos minutos a lo mas demo-
rard en su transaccion el 84%.

¢) Construya un grafico adecuado que permi-
ta mostrar (aproximadamente) la ubicacion
de la mediana y el percentil de orden 0,75.

Un alumno registra el tiempo de espera de pa-
sajeros del transporte, obteniendo los siguien-
tes resultados en minutos:

14 12 10 5 55

a) Calcula todas las medidas de tendencia cen-
tral.

b) Si el alumno se equivocé al anotar 55, el
debio anotar 5,5, ;qué medida se vio mas
afectada?
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:{Se cumple para toda la poblacion?

Cuando Lautaro encuestd a sus compafieros de curso sobre las horas de estudio que
habia realizado la semana anterior, obtuvo que el promedio de horas de estudio de
su curso era 34,8 horas. Ya que la encuesta la habia hecho en un solo curso del co-
legio, ;pudo Lautaro haber dicho que los alumnos del colegio tenian un promedio
de estudio 34,8 horas? ;Qué piensas ta?

Un estudio dice que por cada 10 personas una de ellas es zurda. ;Este estudio
se cumple en tu curso? ;,Cémo podemos saber si este estudio se cumple para
todo el colegio? ;Como podemos saber si se cumple para toda la poblacion
chilena? Si dices que el 50% de los alumnos de tu colegio son fanaticos de
un equipo de futbol y el otro 50% es de otro equipo. ;Cémo podrias probar
esto? Y aun mas, si afirmas que el 50% de la poblacion chilena es hincha
del primer equipo, ;como lo podrias probar?, ;realizando una encuesta a
todos los chilenos?

Realizar estudios que representen a toda la poblacion es muy dificil, ya que por

diferentes razones a veces es muy complejo acceder a toda la poblacion:

a) Establecer contacto con toda la poblacion requeriria mucho tiempo, en el caso
de Lautaro seria preguntarle a toda la escuela.

b) El costo de estudiar todos los elementos de una poblacion resultaria fuera de
nuestro alcance economico. Por ejemplo, como preguntarles a todos los chile-
nos, ;cual es su equipo favorito?

¢) Acceder fisicamente a toda la poblacion pudiera ser imposible. Por ejemplo, ir a
preguntarles a los chilenos que se encuentran en la Antartica, a los chilenos que
estan embarcados, etc.

@ctividades

1. Un estudio dice que nueve de cada 10 adolescentes tiene sus dientes con caries, ise cumple este estudio en tu
curso? ¢Se refleja este estudio en todo el colegio? ¢ Como se interpreta el estudio para 1 000 adolescentes?

2. ;Qué tipo de estudio conoces que sea realmente representativo de toda la poblacion?

3. iCon qué inconvenientes te puedes encontrar si quisieras realizar un estudio en tu escuela? ¢ Podrias sugerir
alguna solucion?

4. ;Te parece que las encuestas que entregan la gran mayorfa de los medios de informacién son reales y con-
fiables?
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Estos motivos nos hacen pensar en como elegir una muestra de la poblacion tal
que esta retina todas las caracteristicas que son propias de la poblacion, es decir
que la muestra resulte ser representativa de la poblacion total, para lo propdsitos
del estudio.

Por lo anterior se debe tener en cuenta los siguientes aspectos para seleccionar una

muestra de una poblacion:

1. El método de seleccion de los individuos de la poblacion (tipo de muestreo que
se va a utilizar).

2. El tamafo de la muestra.

3. El grado de fiabilidad de las conclusiones que vamos a presentar, es decir, una
estimacion del error que vamos a cometer (en términos de probabilidad).

Método de seleccion de la muestra

Existen dos tipos de muestreo: el probabilistico y el no probabilistico.

Con el muestreo probabilistico, todos los sujetos tienen la misma probabilidad de
entrar a formar parte del estudio. La eleccion se hace al azar.

El no probabilistico es aquel en el que no todos los sujetos tienen la misma proba-
bilidad de formar parte de la muestra de estudio.

Los tipos de muestreo probabilisticos mas utilizados son: aleatorio simple, aleato-
rio sistematico, aleatorio estratificado y aleatorio por conglomerados.

Muestreo aleatorio simple: Muestra seleccionada de manera que cada elemento
o individuo de la poblacion tenga las mismas posibilidades de que se incluya. Por
ejemplo, los nimeros del carton de los juegos de azar es una muestra aleatoria
simple ya que todos los nimeros tienen igual probabilidad de salir.

Muestreo aleatorio sistematico: Se selecciona un punto aleatorio de inicio y pos-
teriormente se elige cada k-ésimo miembro de la poblacion. El & se calcula divi-
diendo el total de la poblacion por la muestra necesaria: k = N Sj se tiene una
poblacion de 8 000 individuos y el tamano de la muestra necegario es de 400, se
seleccionara uno de cada 20, que sera la fraccion de muestreo (8 000/400). Para
decidir por cual se ha de comenzar, se selecciona aleatoriamente, o por sorteo, un
numero del 1 al 20, y a partir de dicho niimero se va seleccionando a un sujeto de
cada 20.

Muestreo aleatorio estratificado: Una poblacion se divide en subgrupos segtin al-
guna caracteristica, se forman los denominados estratos y se selecciona al azar una
muestra de cada estrato. La estratificacion se suele hacer en funcion de diferentes
variables o caracteristicas de interés: género, edad, situacion laboral, etc. Por ejem-
plo, si se desea efectuar una estratificacion por género y se sabe que en la poblacion
la distribucion es de 55 mujeres y 45 hombres, por tanto, si el tamafio de la muestra
es de 400, se elegiran aleatoriamente 220 mujeres y 180 hombres.
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Muestra por conglomerados: Una poblacion se divide en conglomerados a partir
de los limites naturales geograficos o de otra clase. A continuacion se seleccionan
los conglomerados al azar y se toma una muestra de forma aleatoria con elementos
de cada grupo. Por ejemplo, al tomar una muestra de una region la dividimos en las
comunas y luego seleccionamos al azar cada una de ellas.

Los tipos de muestreo no probabilistico mas utilizados son: accidental, de conve-
niencia:

Muestreo accidental: Este tipo de muestreo se denomina también consecutivo, ya
que la seleccion de los sujetos de estudio se hace en funcion de su presencia o no
en un lugar y un momento determinados. Es el caso, por ejemplo, de la inclusion de
las mujeres a medida que van acudiendo al hospital, o el de un encuestador que, en
la calle, entrevista a las personas que pasan en ese momento por alli. Aunque puede
parecer similar al muestreo probabilistico, es evidente que no todas las personas
tienen la misma probabilidad de estar en el momento y el lugar donde se selecciona
a los sujetos.

Muestreo de conveniencia: Los investigadores deciden, segun sus criterios
de interés y basandose en los conocimientos que tienen sobre la poblacion,
qué elementos entraran a formar parte de la muestra de estudio. En este
muestreo (no probabilistico) es muy importante definir con claridad los
criterios de inclusion y exclusion, y cumplirlos rigurosamente.

ctividades

1. Si quisieras averiguar el deporte preferido de los alumnos de tu colegio, ;qué tipo de muestreo realizarfas?
2. Si quisieras averiguar el equipo favorito de tu comuna, ¢qué tipo de muestro realizarias?

3. En la siguiente imagen puedes observar la selecciéon de una muestra de aliens. ; Qué tipo de muestreo se
realizé para determinar la muestra?
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Validez

Menor

Mayor

Confiabilidad

Menor

S

Caso B

Mayor

CasoD

El error muestral
y el tamano de la muestra

Lautaro infirié que el promedio de las calificaciones de la escuela es de 5,9, ya que
al realizar un estudio en su curso la media que le dio fue de 5,9. Pero el promedio de
la escuela es de 5.4. El error que cometié Lautaro, se conoce como error muestral,
ya que existe una diferencia entre el estadistico (moda, media, mediana y otros
que se puedan determinar) de una muestra y el pardmetro de la poblacion. Podemos
identificar dos tipos de errores muestrales:

El error aleatorio es el derivado de trabajar con muestras, se puede cuantificar y
esta relacionado con la precision. A medida que se aumenta el tamafio de la mues-
tra, este error disminuye, hasta el punto de que si se estudia a toda la poblacion el
error aleatorio desaparece.

El error sistematico o sesgo esta relacionado con la representatividad de la pobla-
cion; si la muestra estudiada retine caracteristicas diferentes a las que se producen
en la poblacion, aunque se aumente el tamafio de la muestra, este error se mantiene
y se obtendran valores diferentes en la muestra a los que realmente se dan en la
poblacion. Este error esté relacionado con la validez.

(Qué es la validez? ;Coémo podemos tener confianza que la muestra es representa-
tiva de la poblacion para no cometer errores?

Observemos la imagen de la izquierda que representa el lanzamiento de un dardo
a un blanco.

Podemos apreciar que en el caso A los impactos estan dispersos (baja confiabili-
dad) y alejados de la diana (baja validez). En el caso B los impactos siguen disper-
sos (baja confiabilidad) pero ahora circundan la diana (alta validez). En el caso C
los impactos estan concentrados (alta confiabilidad) pero alejados de la diana (baja
validez). Y finalmente en el caso D los impactos se presentan concentrados en tor-
no a la diana (alta confiabilidad y alta validez).

Un procedimiento de medicion del tamafio de la muestra que sea confiable propor-
ciona datos con poca variacion. Por ello hay que tener presente que si se estudia a
mas sujetos de los que en realidad son necesarios, se estaran derrochando recursos,
tanto materiales como humanos. Si, por el contrario, se estudia a pocos sujetos, no
se tendra la potencia o seguridad suficiente sobre lo que se esta haciendo, y puede
darse el caso de que no se encuentren diferencias entre dos grupos, por ejemplo,
cuando en realidad si las hay.

El tamafio de la muestra necesaria estard condicionado por los objetivos del es-
tudio, que determinardn el disefo, las variables que deben considerarse y todo el
método planteado para dar respuesta a dichos objetivos.

Existen procedimientos estadisticos que permiten determinar el tamafio de las
muestras, asegurando confiabilidad y validez de los datos de la muestra, pero esos
procedimientos se escapan del tema de nuestro estudio.



Simetria y dispersion de los datos

Cuando se analizo qué calificacion debia representar la notas de Amaru y Lautaro,
se tomd un factor, la distribucion de las notas y a la vez su variabilidad.

Observa los histogramas de calificaciones de tres cursos que realizaron la misma
prueba de matematicas.

Gréfico 1 Grafico 2 Gréafico 3

4 3 4 4 5
notas notas notas

(Qué puedes decir de las medidas de tendencia central en los tres graficos? Como
puedes observar en el grafico 2 tenemos que la moda, mediana y media son igua-
les, esto nos indica que los datos se distribuyen simétricamente con respecto a las
medidas de tendencia central. En el primer grafico la media es menor a la moda
y mediana, caracterizando al grafico con una tendencia hacia la izquierda, cuando
esto sucede, se dice que los datos tienen un sesgo positivo. En el tercer grafico ob-
servamos lo contrario que en el primer, tenemos que la media es mayor a la moda y
mediana, y la grafica tiene una tendencia hacia la derecha, cuando esto sucede, se
dice que los datos tienen un sesgo negativo.

Dispersion de los datos
Observa los siguientes graficos de calificaciones de 4 cursos.

Se puede observar que los dos primeros cursos | °
tienen sus calificaciones simétricas, pero en el
curso 1 hay mayor dispersion, ya que hubo mas
personas con calificacion 4, en cambio en el cur- | |
so 2 no hubo tanta distancia entre la personas |, Ve
que obtuvieron 4 y 5 o 4 y 3. Estadisticamente | . /

el curso 1 tuvo mayor dispersion que el curso 2, | : 1+ >
ya que en el curso 2 hay mas homogeneidad de |-
los datos.

—4—Curso 1

—8#— Curso 2

Unidad

0 importante

Una distribucién se con-
sidera poco dispersa si
los datos presentan poca
variabilidad, es decir si
sus valores difieren poco
entre si y se concentran
en entornos préximos al
valor medio.
1

4

VANIIVAN
VARVARN
[N \\
[ ] \
[\
// \
A \ .

—4—Curso 3

—®—Curso 4

Los cursos 3 y 4 difieren con respecto a las me-
didas de tendencia central, pero con respecto
a su variabilidad se puede observar que es la
misma.
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Variabilidad en los graficos

Ya sabes que la variabilidad en las muestras puede dar informacion de la representa-
tividad de tal muestra de la poblacion, uno de los métodos mas sencillos para medir
la variabilidad de un conjunto de datos es el rango, ésta es la diferencia entre el
maximo y el minimo valor del conjunto de datos, que denominaremos Rango (R).

En ocasiones esta medida resulta util, pero cuando los extremos del lote de datos son
valores muy lejanos (valores “atipicos”) R pierde valor como medida de dispersion.
Una mejor forma de proceder en estas situaciones es calcular el rango del 50% cen-
tral del conjunto de datos. La delimitacion del 50% central de este conjunto se logra
determinando dos valores que denominamos cuarto inferior (Ci) y cuarto superior
(Cs). Es decir los cuartiles 1 y 3, los cuales actian como medianas de mitades.

Por ejemplo, si preguntamos el nimero de personas que trabajan en 20 familias
obtenemos la tabla de la izquierda.

—_— W N NN
S NN W =
B W = O N
W o= N =N

Podemos observar que el primer cuartil o Ci y tercer cuartil o Cs son respectivamente.

n.+n
0=C=——o-1tl_ Q,=C =—5"J16 _2+3_55._3
) 2 o) 2
75% de los datos
} 50% de los datos
25% de los datos 50% central de los datos
Minimo Cuarto inferior Mediana Cuarto superior Maximo
0 1 2 3 4

(Qué nos dice este resumen numérico? Esto nos dice que en la mitad de las familias
no habia mas de dos personas que trabajaran y que la otra mitad de las familias tie-
ne al menos dos personas que trabajan. Ademas nos dice que el 50% de las familias
tiene entre 1y 2,5 personas que trabajan, pero como no se puede decir 2,5 personas
esto equivale a 3.

o -

A Este grafico se conoce como grafico de caja (ver grafico de la izquierda), el cual
3 4 permite visualizar la variabilidad de los datos.

@ctividades

Cuando una abuela vive con la familia de sus hijos, probablemente se involucrara en las actividades paternales.
Supdn que los siguientes datos representan en nimero de érdenes dadas a 25 nifos por abuelas:

54,3,3,6,53,2,47,6,6,2,3,4, 8,7,56,42,1,5,7,3

u
0 1

o >

a) Compila los datos en una tabla de distribucion de frecuencias con columnas para la frecuencia, la frecuencia
acumulada, la frecuencia porcentual y la frecuencia de porcentajes acumulados.

b) Determina el grafico de caja, de los datos. ; Qué puedes decir acerca de la variabilidad de los datos?

c) ;Entre qué datos se encuentra el 50% de ellos?



;Cual es la probabilidad de la frecuencia?

Es comun observar que las personas lancen una moneda al aire para decidir alguna
situacion, como por ejemplo, qué equipo parte en un partido de futbol o tenis, o
bien quien decidir si se va a un lugar o a otro.

(Por qué las personas realizan esto para decidir?
La moneda tiene una cara y un sello por lo cual solo existe la posibilidad que salga
una de las dos, pero, ;cual de las dos tiene mayor probabilidad de salir?

Como recordaras cuando los hechos tienen la misma probabilidad de suceder se les
denomina “sucesos equiprobables”. Entonces, ;lanzar una moneda es un hecho equi-
probable? ;Cual es la probabilidad de que salga cara o sello?, observa el poligono de
frecuencia relativa de abajo el cual muestra el lanzamiento de una moneda 20 veces.
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Como observas, la probabilidad dada por la frecuencia relativa de que sal-
ga cara al lanzar una moneda es % (Cual es la probabilidad de que salga
sello? ;Cual sera la probabilidad de que al lanzar un dado, salga un 6?

(Cual es la probabilidad de que salga 1? La siguiente direccion de Internet
http://www.xtec.cat/~jlagares/matematiques/probabilitat/daus/DausCaste-
llano.html muestra un simulador del lanzamiento de un dado, el cual nos
puede ayudar a responder la pregunta. La pagina te mostrara el cuadro de
dialogo de la derecha.

En el cuadro aparece el numero de experiencia, es decir, la cantidad de veces que
se lanzard el dado, una tabla de frecuencia, un histograma con la frecuencia relativa
porcentual y un grafico de poligono de frecuencia relativa porcentual. ;Cual es la
probabilidad de que al lanzar 6 000 veces un dado salga 6? ;y al lanzar 60 veces?
Como puedes observar a mayor numero de lanzamientos la frecuencia relativa
adopta el valor de la probabilidad del evento.

Lo anteriormente enunciado se conoce como la Primera Ley de los Grandes Ntuime-
ros, la cual dice que:

Si efectuamos un numero grande de ensayos de cierto experi-
mento es poco probable que la frecuencia relativa de un aconte-
cimiento se separe mucho de su probabilidad.
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Si jugamos con un dado bien hecho, sabemos que la probabilidad de que salga alguno

, 1 . . . .
de los numeros es 5’ ya que por medio de los experimentos realizados en los simula-

dores y aplicando la ley de los grandes numeros se prueba que ésa es la probabilidad.

m Pero, ;podriamos haber dicho esto sin hacer los experimentos? Claro que si, por

ejemplo, ;cudl es la probabilidad de que al lanzar un dado el nimero resultante sea
i{Cémo puedes saber si

un dado esta cargado? par? Los numeros que pueden surgir al lanzar un dado son 1, 2, 3,4, 5y 6, por cual

tenemos 3 resultados favorables, dentro de los 6, de que al lanzar un dado salga un

numero par, es decir la probabilidad es 3.1 .

Este céalculo de probabilidad surge del hecho que todos los resultados posibles son

. . igualmente probables, y recibe el nombre de probabilidad clasica o tedrica.
Personas con discapacidad

segun le ofrecen ayuda en la

calle. Distribucién porcentual. o L. Numero de resultados favorables
Probabilidad Teorica = .
N° % Numero total de posibles resultados
Si 479 407 23,18%
No 1294167 62,58%

Segun la tabla del lado izquierdo, una persona con discapacidad, ;qué probabili-
dad tiene de recibir ayuda? ;Qué probabilidad tiene de no recibir ayuda? ;Coémo
calculas las probabilidades? En este caso usaremos la probabilidad dada por la
frecuencia relativa. A este tipo de probabilidad se le denomina probabilidad em-
pirica y se determina teniendo en cuenta la frecuencia del evento y el numero total
de observaciones.

A veces 138015  6,67%
No sale 156 483  7,57%
Total 2068072 100%

Numero de veces que el evento ocurre
Numero total de observaciones

Probabilidad empirica =

ctividades

1. ;Cual es la diferencia entre probabilidad empirica y teérica?

2. En Antofagasta, antes de las elecciones municipales, se aplicé una encuesta a 5 000 personas y se obtuvo
que 1 150 piensan votar en blanco. Si votan 28 589 electores, ; cuantos votos en blanco se podrian espe-
rar en esa elecciéon?

3. La tabla de la derecha muestra Tarapaca: ocupados segun rama de actividad
los ocupados seglin rama de ac- (en miles de personas)
tividad. - 2008
i) 615 St Ene/Mar Abr/Jun Jul/Sep Oct/Dic
;Cudl es la probabilidad de que  Total 119,9 121,4 1315 132,0
al sacar un ocupado en el tri- ' Agricultura, cazay pesca 7,7 9,9 8,3 7,5
mestre abril/junio pertenezca a  Minasy canteras 50 10,6 11,0 10,5
la rama de comercio? Industria manufacturera 12,0 12,6 13,7 11,6
Electricidad, gas y agua 0,8 0,5 0,6 1,2
Construccion 9,8 9,4 10,9 10,9
Comercio 35,8 31,1 31,6 34,3
Transporte, almacenaje y comunicaciones 13,6 10,5 14,0 14,0
Servicios financieros 8,7 9,0 10,5 12,4

Servicios comunales, sociales y personales 26,5 27,8 309 29,7
Fuente INE, encuesta nacional de empleos



Problemas com .Iementarios
con las probabilidades

Cuando lanzamos un dado tenemos 6 posibles resultados, lo cual como ya sabes, se
denomina espacio muestral.

Entonces la probabilidad del suceso 4 “obtener un 3 al lanzar un dado” es P(4)= é .
De esto se entiende que la probabilidad de no obtener un 3 al lanzar un dado es:

P(no A) = %

Cuando dijimos no obtener un 3, es pedir que el evento 4 “obtener un 3 al lanzar
un dado” no cumpla si no que su complemento. Por lo tanto tenemos que la proba-
bilidad complementaria P(4€) de un evento es:

P(A) =1 - P(A)

Asi tenemos que el complemento del suceso A “obtener un 3 al lanzar un dado”
se obtiene

y=1_ —1_1_5
PA)Y=1-PA)=1 i

Otro ejemplo de la probabilidad complementaria es cuando se dice “al menos” o
“a lo mas”, las cuales determinan cotas minimas y maximas respectivamente, por
ejemplo: ;Cual es la probabilidad de obtener al menos un sello, al lanzar dos mone-
das? Para dar respuesta observa la siguiente tabla, en la cual se observa el espacio
muestral del experimento “Lanzar dos monedas”

Cara Sello
Cara Cara, Cara Cara, Sello
Sello Sello, Cara Sello, Sello

Asi podemos ver que la probabilidad del suceso “obtener al menos un sello” es
P(A)= % , que es lo mismo que calcular la probabilidad complementaria del suce-
so B “no obtener ningtn sello”, P(B)=1—-P(B)=1— 1.3

4 4
actividades

1. ;Cuanto suma la probabilidad de un suceso mas el complemento del mismo?

Unidad /]

2. Sise lanzan 2 dados cual es la probabilidad que al menos en uno de los dos dados se obtenga un 6.

3. ;Qué es mas probable, sacar al menos un 6 lanzando el dado 6 veces o sacar al menos dos 6 lanzando el

dado 12 veces o sacar al menos tres 6 lanzando el dado 18 veces?
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Arbol de las probabilidades

Como sabes, en la probabilidad clasica o tedrica, el total de resultados posibles
recibe el nombre de espacio muestral y cada uno de los resultados recibe el nombre
de suceso elemental.

Cuando se lanzan dos monedas tenemos dos sucesos:
Suceso A: “lanzar la moneda de $10”.
Suceso B: “lanzar la moneda de $50”.

Si preguntamos por un posible resultado tenemos el siguiente cuadro, el cual repre-
senta a todo el espacio muestral.

Cara de $10 Sello de $10
Cara de $50 Cara, Cara Cara, Sello
Sello de $50 Sello, Cara Sello, Sello

Lo que también se puede representar de la siguiente forma:

1 1 1 Ahora si preguntamos por la probabilidad de obtener una cara en el
2

experimento /\f

2do

primer lanzamiento y sello en el segundo podemos observar que la
probabilidad es i, lo que podemos explicar observando el arbol.

C S
experimento ) )
g \S C“/ “ Puesto que la mitad de las veces obtenemos cara en el primer expe-

Compuesto

11
4 4
CcC CS SC S

actividades

Desarrolla el arbol de probabilidad del experimento de lanzar 3 monedas y determina:

S
1 1 rimento y de esta mitad, la mitad de las veces obtenemos cara en el
4

&= 0

segundo, la probabilidad de obtener dos caras es la mitad de un medio,

|92]

esto es un cuarto.

a) La probabilidad del suceso “CSC”, en el orden establecido.
b) La probabilidad del suceso “CSC”, sin importar el orden.
c) La probabilidad que salga una cara.

d) La probabilidad que salgan dos sellos.

e) La probabilidad de que salga al menos una cara.

f) Determina la probabilidad de gue salga a los mas una cara.
g) Determina el complemento de probabilidad de “SCS”.

h) Determina el complemento de probabilidad de “CCC".

i) Determina la probabilidad de que no salga una cara.

j) Determina la probabilidad de que no salga un sello.



Contando las probabilidades

Se lanzan una moneda y un dado, ;cual es el espacio muestral de este experimento?
Observa la siguiente tabla:

1 2 3 4 5 6
Cara Cara, 1 Cara, 2 Cara, 3 Cara, 4 Cara, 5 Cara, 6
Sello Sello, 1 Sello, 2 Sello, 3 Sello, 4 Sello, 5 Sello, 6

Como puedes observar, hay 12 posibles pares de combinaciones posibles al lanzar una
moneda y un dado. Ahora observa el arbol.

(Cuantos posibles resultados hay al lanzar la moneda? ;Cuantos posibles resultados
hay al lanzar el dado? Son 2 resultados en la moneda y 6 en el dado. Por lo cual pode-
mos observar:

Moneda Dado Resultado total

2 6 12

Donde podemos concluir que para determinar el total de posibles resultados se deben
multiplicar los resultados de la moneda y el dado.

Lo anterior se conoce como principio de la multiplicacion el cual dice que si hay que
disponer elementos en dos posiciones y si se dispone de n-elementos para la primera
posicion y m-elementos para la segunda posicion, entonces el total de parejas posibles
que se pueden formar es # * m.

(En qué ayuda el principio de la multiplicacion a la determinacion de la probabilidad?
Nos ayuda a determinar la cantidad de resultados que hay en el espacio muestral, por
ejemplo si se lanzan dos monedas y 2 dados, ;cual es la probabilidad del suceso A “se
obtenga cara en las dos monedas y seis en los dos dados™? Para poder resolverlo sin
saber el principio de multiplicacion, debemos realizar dos tablas, pero ya no es nece-
sario, ya que si observamos tenemos:

Luego la probabilidad del suceso es P(A) = 1

144
@ctividades
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1| =C,1
2| =C,2
3(=C,3
Cara 4| =c4
5| =C,5
6|=C,6
1| =S,1
2|1 =S,2
Sello 31=S,3
41 =S,4
58 =S, 5
6| =S,6
ler 2do
experimento experimento

Se lanza un dado de forma dodecaedra, el cual tiene la serie numérica de 1 a 12 sobre sus caras, ademas se

lanza un dado comun y una moneda.

a) Determina cuéntos resultados posibles hay en el espacio muestral.
b) Desarrolla el arbol de probabilidades.

c) Determina la probabilidad del suceso B “obtener 7 y 3 en los dados y sello en la moneda”.

d) Determina la probabilidad de obtener al menos 13 en la suma de los dados.
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m un poco de h|stor|a

LA ESTADISTICA

La estadistica es una ciencia con base matematica referente a la recoleccién, anélisis e interpretacion de
datos, que busca explicar condiciones regulares en fenémenos de tipo aleatorio. Es transversal a una amplia
variedad de disciplinas, desde la fisica hasta las ciencias sociales, desde las ciencias de la salud hasta el control
de calidad, y es usada, para la toma de decisiones en areas de negocios e instituciones gubernamentales.
En la historia la Estadistica:

Antes del siglo XVI Esta asociada a la practica del conteo y mediciones, tal
como lo practicaban los astréonomos persas y los agrimensores egipcios. Referen-
cias de esto se encuentran en la obra Los Estados de Aristoteles.

Siglo XVI Se considera la estadistica como la descripcién de los Estados. Se uti-
liza la informacién de datos geograficos y econémicos para tomar decisiones de
Estado.

Papiro Rhind

Siglo XVII En Alemania, Italia e Inglaterra se considera Representa la mejor
como la ciencia del Estado. En Francia surge el calculo B e e B
de probabilidades. En Inglaterra nace la corriente de los S
aritméticos politicos y comienzan a realizarse los censos egipcia que se conoce.
con periodicidad decenal. Fue escrito por el
escriba Ahmes aproxi-
: o madamente en el ano
Siglo XVIII Se mejoran los procesos de recopilacion de 1650 a.Ca partir de
datos. S(_e amplian los usos estadisticos del concepto de escritos de 200 arios de
probabilidad y su calculo. Jacobo Bernoulli publica su antigiiedad.

obra Ars Conjectandi, en la que formula la Ley de los

Ars Conjectandi Grandes NUmeros.

(Artes de las conjeturas)

Sépubllcodemanera Siglo XIX Friedrich Gauss desarrolla la “Teoria de errores” basada en la curva
postumaen 1713, (Jac- L L : , o
S normal. Se establecen oficinas de estadistica en Alemania y otros paises. Simén D.
O Poisson generaliza la Ley de los Grandes Numeros
1705). Se encargd de g y :
la edicién su sobrino
Nicolds .

Simon D. Poisson
(1781-1840)

Poisson dedicd su vida a la investigacion y ense-
Aanza de las matemdticas. De su mano surgieron
numerosa memorias (sus biégrafos las cifran
entre 300 y 400) con aportaciones originales en
muchos campos. Y una serie de tratados con los
que pretendio formar una gran obra de fisica
matemadtica que no llegé a concluir.

Siglo XX El avance computacional acelera el desarrollo del analisis de datos para afrontar el problema con
muestras de cualquier tamafio y multiples factores. La probabilidad borrosa alcanza gran auge.
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PROBABILIDAD EN LA HISTORIA

Desde hace muchos siglos el ser humano ha venido reflexionando acerca de las experiencias cuyos resultados
son inciertos. Se habla de azar (palabra de origen arabe al-zahr, que significa dados para jugar), fortuna que
se asocia a la suerte, chance (que en francés significa oportunidad) y probabilidad.

Antes del siglo XVI Tucidides, historiador griego (ca. 465-395 a.C.), sefalaba: “Es im-
posible calcular con precision los hechos gue son fruto del azar”. Para el filésofo griego
Avristoteles (384-322 a.C.) la probabilidad de un “acontecimiento” se manifiesta en “la
frecuencia relativa del acontecimiento ...".

Siglo XVI La motivacion para estudiar la probabilidad estaba vin-
culada estrechamente al éxito o al fracaso en los juegos de azar. El
matematico Girolamo Cardano (Pavia, 1501-1576), fue pionero en
el calculo de probabilidades de juegos de azar, como lo demuestra
su pequefio manual del jugador llamado el “Liber de Ludo Alae”.
En su época Cardano exhibia una extraordinaria perspicacia para los
problemas fundamentales de la probabilidad vinculados a los juegos
de dados.

Tucidides Siglo XVII En este siglo se encuentra el acta de nacimiento del
concepto de probabilidad en la correspondencia que se cruzan Blaise
Pascal (francés, 1623-1662) y Pierre Fermat (francés, 1601-1665).
Por primera vez Fermat plantea la nocién de probabilidad formula- Girolamo Cardano
da un siglo mas tarde por Laplace, en los términos de nimero de
casos favorables entre el nimero de casos posibles.

Siglo XVIII En este siglo, considerado de oro de numerosas disci-
plinas, se producen avances que conducen a un tratamiento mas
formal de la probabilidad. Jacques Bernoulli (suizo 1654- 1705)
destaco la importancia del enfoque probabilistico en lo social y de-
mostro el llamado teorema de Bernoulli. Abraham De Moivre (fran-
cés 1667-1754) dié una formulacién matematica de probabilidad.

Aristoteles

Siglo XIX En este siglo se introdujeron importantes trabajos acerca -

de la probabilidad subjetiva y el teorema de Bayes. Pierre Simén,  aAbraham De Moivre
marqués de Laplace (francés, 1749-1827), conjuntamente con Karl Friedrich Gauss
(1777-1856), demostraron el valor practico de la curva normal (curva de Gauss) como
forma tipica de distribuciones de frecuencia.

Siglo XX En este siglo destacan muchos probabilistas de los que sélo mencionaremos
a Emile Borel (francés, 1871-1956), Richard Von Misses (austriaco, 1883-1953), Harold
Jeffreys (inglés 1891-1989) y Andrei Kolmogorov (ruso, 1903-1987). Mencién especial
merece William Feller (croata, 1906-1970) autor del reputado texto “Introduction to
Probability Theory and its Applications”. También se continuaron los estudios sobre
probabilidad subjetiva y el teorema de Bayes, especialmente por parte de los estadis-
ticos y probabilistas Bruno de Finetti (austriaco, 1906-1985) y Leonard Savage (norte- :
americano, 1917-1971), entre otros. El desarrollo computacional acelera el avance en \

el campo probabilistico. Richard Von Misses
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aplicando lo aprendido

sl oo e )

El Departamento de Transporte urbano del
Ministerio ha elegido a la comuna de Santia-
go para recabar informaciéon sobre accidentes
de transito ocurridos al virar hacia la izquierda
en intersecciones. La recoleccion de los datos
se realizarad durante un periodo de dos anos.
Entre otros aspectos, se quiere comparar el
promedio de accidentes en intersecciones con
y sin pista central para el viraje a la izquierda, a
fin de decidir sobre la posible instalacion de di-
chas pistas en las principales ciudades del pais.

a) Identifica la poblacion de interés.

b) Identifica el muestreo a usar para determi-
nar la muestra.

¢) Menciona a lo menos dos variables obser-
vables en los elementos de la poblacién que
sean relevantes en la comparacion sefala-
da. Indique para cada variable si es cualita-
tiva o cuantitativa.

Para responder la pregunta: ;Cuales son los
tres problemas a los que deberia dedicar el ma-
yor esfuerzo en solucionar el Gobierno?

¢ Qué tipo de muestreo se deberia desarrollar
para obtener una representavidad del pais?
;Se podria realizar un muestreo conveniente
para dar respuesta a la pregunta?

Si te dicen que para dar respuesta a esta pre-
gunta entrevistaron a 1 505 personas a nivel
nacional, ¢estarias confiado de la posible res-
puesta? Pero si agregaran que la muestra con-
sistié en 1 505 personas que fueron entrevista-
das en sus hogares, en 153 comunas del pais.
Y que el método de muestreo fue estratificado
(por region y zona urbana/rural), aleatorio y
probabilistica en cada una de sus tres etapas
(manzana-hogar-entrevistado), ¢tu confianza
cambiaria al saber esto ultimo?

©

Las edades de un grupo de personas son las
siguientes:

16 18 18 20 21
22 22 23 25 26
32 30 28 30 32

36 40 44 48 50

a) Calcula las medidas de tendencia central.

b) Determina la tabla de distribucién con 5 in-
tervalos de clase.

¢) Haz el histograma.
d) Calcula el primer cuartil.
e) Calcula el tercer cuartil.

f) Haz un diagrama de caja de las edades de
las personas.

g) ;Entre qué edades se encuentra el 50% de
las personas?

h) ;Qué puedes decir de la variabilidad y dis-
persion de las edades de las personas?

Los alumnos gue se presentaron al examen
de matematica en la convocatoria de diciem-
bre obtuvieron las siguientes calificaciones:

7 3 2 4 5 1 8 6 1 5
3 2 4 9 8 1 0 2 4 1
2 5 6 5 4 7 1 3 0 5
8 6 3 4 0 10 2 5 7 4
oy 2z 1) 51 & 4 3| 5| Z| 3
9 7 3 4 3 5 7 4 6 5
e 1| ©f 5| 7| & 35| 2| 2| 1€
4 6 2 1 1 2 6 7 4 5
4 7 3 6 5 0 2 8 2 7
8 5 2 7 1 4 6 3 5 6



a) ;Cuadl es la probabilidad de que al sacar a
un alumno del grupo que se presenté al
examen de matematica, hubiera tenido una
calificacién 67

b) ;Cual es la probabilidad que al sacar a un
alumno hubiera tenido una calificacion en-
tre 8y 107

En una clase de 27 alumnos y alumnas, por
cada 5 ninas hay 4 nifos. ;Cual es la proba-
bilidad de que la primera persona que salga al
recreo, tras el profesor, sea una nina?

Se extrae una carta de un naipe espafiol. Cal-
cula la probabilidad de los siguientes sucesos.
a) Extraer un 7.

b) Extraer un oro.

¢) Extraer un as.

d) Extraer una carta menor que 4.

e) Extraer una copa o espada.

Se extrae una carta de un naipe inglés (sin joc-
kers). Calcula la probabilidad de los siguientes
suCesos.

a) Extraer una jota.

b) Extraer una carta menor que 5.

€) Extraer una carta mayor que 5.

d) Extraer una carta que sea multiplo de 3.

e) Extraer una carta que no sea multiplo de 3.

Se extrae una bola de una bolsa que contiene 4
bolas blancas, 5 bolas rojas y 3 bolas azules. Cal-
cula la probabilidad de los siguientes sucesos.
a) Extraer una bola roja.

b) Extraer una bola blanca.

¢) Extraer una bola azul.

d) Extraer una bola no blanca.

e) Extraer una bola no azul.

f) Extraer una bola no roja.

(9
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Se lanzan dos dados y se suman los puntos
obtenidos. Completa la siguiente tabla con las

Calcula la probabilidad que la suma de los
puntos:

a) Seaiguala9.

b) Seaigual a 3.

¢) Seaigual a 12.

d) Sea menora?7.

e) Sea alo mas 6.

f) Sea por lo menos 4.

g) (Cudl es la suma que tiene menor probabi-
lidad de salir? ;Cual es la probabilidad?

h) ;Cudl es la suma que tiene mayor posibili-
dad de salir? ;Cual es la probabilidad?

Se lanzan dos monedas y un dado. Calcula la
probabilidad de que salga.
a) Cara en ambas monedas y 6 en el dado.

b) Sello en ambas monedas y nimero par en
el dado.

¢) Al menos una caray un nimero menor a 6.

d) Al menos un sello y un nimero mayor o
igual a 3.
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informacion en los medios

TERREMOTOS

Aunque, estrictamente hablando, sismo, temblor o terremoto corresponden a un mismo fenémeno, la
costumbre arraigada en Chile y en muchos paises latinoamericanos tiende a llamar sismo o temblor
a aquel movimiento telurico que causa dafnos menores y escasas victimas, y terremoto al que tiene
una dimensién mayor en ambos sentidos.

La mayoria de los sismos aqui presentados no han sido medidos cientificamente por instrumentos
confiables, ya sea porque aun no existian o, como ocurrié muchas veces, porque los sismégrafos
colapsaron con el movimiento, debiendo recurrirse a estimaciones segun las crénicas (que no pocas
veces suelen exagerar los hechos) o a registros realizados en lugares alejados de los epicentros.
En algunos casos, incluso, la magnitud o intensidad ha sido asignada por servicios sismolégicos
extranjeros, generalmente de EE.UU.

En la presente relacion el nombre de sismo, temblor o terremoto ha sido asignado en base a como
han quedado registrados en los registros histéricos revisados y no tienen involucrado ningun otro
sentido en cuanto a magnitud o intensidad.

Segun el servicio sismolégico de la Universidad de Chile, los sismos mdas importantes y/o destructivos
del siglo XX en Chile son los siguientes:

Fecha Magnitud Fecha Magnitud Fecha Magnitud Fecha Magnitud
16/08/1906 7,9 19/10/1929 7,5 29/01/1950 7 28/03/1965 7,4
08/06/1909 7,6 18/03/1931 7.1 09/12/1950 8,3 28/12/1966 7,8
04/10/1910 7,3 23/02/1933 7,6 06/05/1953 7.6 13/03/1967 7.3
15/09/1911 7,3 01/03/1936 7.1 06/12/1953 7.4 21/12/1967 7,5
29/01/1914 8,2 13/07/1936 7.3 08/02/1954 7.7 17/06/1971 7
14/02/1917 7 25/01/1939 8,3 19/04/1955 7.1 08/07/1971 7,5
20/05/1918 7,9 18/04/1939 7,4 08/01/1956 7.1 18/08/1974 7.1
04/12/1918 8,2 11/10/1940 7 17/12/1956 7 10/05/1975 7,7
01/03/1919 7,2 08/07/1942 7 29/07/1957 7 29/11/1976 7,3
02/03/1919 7,3 14/03/1943 7,2 13/06/1959 7.5 03/08/1979 7
10/12/1920 7,4 06/04/1943 8,3 21/05/1960 7,3 16/10/1981 7,5
07/11/1922 7 01/12/1943 7 22/05/1960 7,3 04/10/1983 7,3
10/11/1922 8,39 13/07/1945 7.1 22/05/1960 8,5 03/03/1985 7,8
04/05/1923 7 02/08/1946 7,9 19/06/1960 7.3 08/04/1985 7,5
15/05/1925 7,1 19/04/1946 7.3 01/11/1960 7,4 05/03/1987 7,3
28/04/1926 7 25/04/1949 7.3 13/07/1961 7 08/08/1987 7,1
21/11/1927 7.1 29/05/1949 7 14/02/1962 7.3 30/07/1995 7,3
20/11/1928 7.1 17/12/1949 7,8 03/08/1962 7.1 13/06/2005 7,8
01/12/1928 8,3 17/12/1949 7.8 23/02/1965 7

Fuente: Lista completa en http://ssn.dgf.uchile.cl/home/terrem.html
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Como se puede observar en la tabla la magnitud de los sismos supera
los 7 grados en la escala de Richter.La escala de Richter es una escala
“abierta’ de modo que no hay un limite maximo teoérico, salvo el
dado por la energia total acumulada en cada placa, lo que seria una
limitacion de la Tierra y no de la Escala.

Magnitud y efectos visibles del terremoto

Magnitud en Escala Efectos del terremoto

Richter
. CHARLES FRANCIS
Menos de 3,5 Generalmente no se siente, pero es
. RICHTER
registrado. (1900-1985)
35-54 A menudo se siente, pero s6lo causa ,
dafos menores P El gran mérito del Dr.
- Charles F. Richter (del
55-6,0 Ocasiona danos ligeros a edificios. California Institute for
6,1-6,9 Puede ocasionar dafios severos en 4reas Technology, 1935) consiste
muy pobladas. en asociar la magnitud del
7,0-7,9 Terremoto mayor. Causa graves dafos terr,e,mom con la ,am{vh_
) tud” de la onda sismica,
demograficos. ]
o que redunda en pro-
8 o mayor Gran terremoto. Destruccion total a pagacion del movimiento
comunidades cercanas. en un drea determinada.

El analisis de esta onda
(llamada “S”’) en un tiem-
Si volvemos a analizar la informacién de la tabla de la pagina anterior = po de 20 segundos en un
tenemos que los terremotos que se registran han causado graves registro sismogrdfico,

dafos demograficos en nuestro pais. sirvié como referencia de
“calibracion” de la esca-

la. Teoricamente en esta
escala pueden darse sis-
y septiembre. mos de magnitud negativa,
lo que correspondera a
leves movimientos de baja
liberacion de energia.

Si aislamos la informacion tenemos que existen mas sismos en mayo
y diciembre. Existen menos terremotos en los meses de julio, agosto

Fuente: http://www.angelfire.com/nt/terremotos/chilehistoria.html

aliquemos

En la tabla se observan ocho terremotos de grado mayor a 8, lo cual indica que han causado un desastre
total. Junto a tus compaferos averigua el epicentro de tales terremotos.

a) iEn qué intervalo de dias del mes hay mas terremotos?
b) ;Cual es el promedio de magnitudes de terremotos del siglo XX?

¢) ;Cudl es la moda entre las magnitudes de los terremotos? Interpreta el valor.



REFUERZO DE LA UNIDAD

'—

‘ | actividades finales J
o

Las siguientes medidas corresponden a las alturas en metros de 50 nifios y nifias:

1,61 1,59 151 1,62 1,62

1,59 1,58 1,57 1,47 1,64

1,47 157 160 154 1,56

1,68 152 162 159 1,49

1,58 1,52 163 156 1,62

a) Construye una distribucion de frecuencias absolutas y relativas.

b) Obtén las correspondientes distribuciones de frecuencias acumuladas.
¢) Representa las distribuciones anteriores mediante histogramas.

d) Dibuja los correspondientes poligonos de frecuencias.

e) Encuentra, a partir del poligono de frecuencias acumuladas, la proporcion de observaciones entre
1,57 my 1,66 m ambas inclusive.

f) ¢Qué conclusiones puedes obtener de lo anterior?

En una ciudad existen 3 grandes plantas de fabricacién de automoviles que llamaremos A, By C. La pri-
mera emplea a 542 personas y su salario medio es de 1 500 euros. En la segunda trabajan 843 empleados
y su ingreso medio es de 1 200 euros. Finalmente, la paga media de los 1 538 trabajadores de C es de
1 000 euros. ¢ Cudl es el salario medio de los empleados en la industria del automoévil de dicha ciudad?

Analiza el siguiente comentario: “La mejor medida de tendencia central es la media aritmética, por eso
la utilizaremos siempre salvo que no se conozcan los valores extremos de la variable”.

La siguiente tabla de frecuencia resume los datos de las precipitaciones, anuales en m?, de agua lluvia cai-
da, por afio, en los primeros cincuenta anos del siglo pasado (1901-1950) sobre la ciudad de Valparaiso.

a) Completa la siguiente tabla:

Precipitacion m? Marca de Numero de  Porcentaje de  Numero acumulado Porcentaje acumula-
clase anos anos de anos do de anos

67.75 - 6
-460.95 48

1

b) Determina la media, moda y mediana de las precipitaciones.




Un grupo de 80 estudiantes tiene 35 hombres.
En un test, el puntaje medio de las mujeres fue
de 70 puntos y del grupo completo fue 66,5
puntos.

a) Determina el puntaje medio de los hombres.

b) Si se cambia la escala de puntajes mediante
la transformacion Y = 2X; — 5 (X;: punta-
je antiguo, Y; puntaje nuevo), determina el
nuevo puntaje medio de hombres, mujeres
y el grupo completo.

Comprueba que si se aplica la transfor-
macion al puntaje medio del grupo total
(66,5) se obtiene el mismo resultado que si
se calcula el puntaje medio del grupo total
transformado, como promedio ponderado
de los puntajes transformados de hombres
y mujeres (trata de comprobar esta propie-
dad en forma general).

Se desea estudiar la composicion del agua de
un lago para lo cual el lago se divide en dos
zonas: Costa y Centro del lago. El lago se cua-
dricula en 2 800 cuadriculas de igual tamafo
de las cuales se escogen aleatoriamente 80 en
la zona Costa y 60 en la zona Centro. En cada
una de las cuadriculas escogidas se mide el
contenido de cierta sustancia tdxica (en ppm),
el contenido de oxigeno (en mL/100mL) y el
numero de larvas de peces. Ademas se anota
el color y calidad de transparencia del agua en
la cuadricula.

a) Indica cuél es la poblacién en estudio y cué-
les y cudntos son los elementos de esta po-
blacion.

b) ;Qué tipo de muestreo se usd?

En un programa de mejoramiento continuo,
que se ha implementado en una empresa, se ha
disefado un plan para controlar el proceso de
fabricacion de un horno de microondas de alta
fidelidad. Desde la linea de despacho, donde
los productos egresan uno a uno, se selecciona
cada dos horas una muestra aleatoria de diez
equipos los cuales son enviados a distintas areas
donde son calificados, entre otras caracteristicas,
el estado de las bisagras de las puertas, las di-
mensiones del eje del plato de montaje al interior
del horno, el voltaje de salida, la temperatura al
interior del equipo después de dos minutos de

Unidad 4

trabajo, la radiacién emitida, tanto con la puerta
abierta como con la puerta cerrada y el color del
horno. Entonces:

a) Determina la poblacién y la unidad estadis-
tica correspondiente.

b) Indica el plan de muestreo utilizado. Justifi-
ca brevemente tu respuesta.

Abel y Rosa juegan tirando un dado. Si sale un
5 gana Abel y si sale menos de 3 gana Rosa.
Aproximadamente, ;cuantas veces habra ga-
nado cada uno, después de tirar el dado 30
veces?

Observa la siguiente témbola:

a) Determina la probabilidad de sacar una bola
roja.

b) Determina la probabilidad de sacar una bola
azul.

¢) Determina la probabilidad de sacar una bola
gue no sea amarilla.

d) Determina la probabilidad de sacar una bola
gue no sea blanca.

Se toma un numero comprendido entre 0 y
999.

a) (Cual es la probabilidad de que el nimero
sea multiplo de 5?

b) ;Cudl es la probabilidad de que la cifra cen-
tral sea mayor que las otras dos?

MATEMATICA 1° Medio
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« Datos y azar.

Se lanza una moneda tres veces seguidas.
a) ;Cual es la probabilidad de obtener 2 caras?

b) ;Cual es la probabilidad de obtener mas ca-
ras que cruces?

Carmen y Daniel han inventado un juego de
dados con las siguientes reglas:

- Lanzan dos dados simultaneamente y cal-
culan la diferencia de puntos entre el mayor
y el menor.

Si resulta una diferencia de 0, 1 6 2 enton-
ces Carmen gana 1 ficha.

Siresulta 3, 4, 6 5 es Daniel quien gana una
ficha.

Comienzan con un total de 20 fichas y el
juego termina cuando no quedan mas.

¢ Te parece que este juego es equitativo? Si tu-
vieras que jugar, ¢cual jugador preferirias ser?
iCuantas fichas deberia ganar cada jugador
para que el juego sea equitativo sin cambiar el
resto de las reglas?

Las siguientes son calificaciones de 5 cursos:

N1 N2 N3 N4 N5
45 49 67 60 67
54 54 57 62 67
40 51 70 64 65
54 55 67 66 65
68 70 70 70 67
53 62 58 60 69
64 50 65 63 70
57 51 62 62 67
46 63 65 68 65
45 38 60 55 50
55 50 56 56 57
60 62 62 55 70
52 53 65 66 67
51 60 65 59 70
49 65 65 70 62
70 62 67 68 70
70 70 50 68 70
23 61 62 64 70
61 55 62 59 70
55 38 58 63 70
60 60 70 55 70

Determina las medidas de tendencia central
de cada curso.

Haz una tabla de distribucién para cada
curso, ayudate con Excel.

Determina los poligonos de frecuencia de
cada curso.

Haz los graficos de caja de cada curso.

¢En qué curso hay mayor variabilidad y dis-
persion?

¢En qué curso hay mayor homogeneidad
en las calificaciones?

Si se extrae un alumno del curso N1, ;cual
es la probabilidad que el alumno que se ex-
traiga tenga una calificacion entre 4y 5?

Se selecciona una carta al azar entre 50 cartas
enumeradas (1 al 50)

a) Encuentra la probabilidad de que el nimero
de la carta sea divisible por 5.

b) Encuentra la probabilidad de que el nimero
de la carta sea un numero primo.

¢) Encuentra la probabilidad de que el nimero
de la carta termine en 2.

d) Encuentra la probabilidad de que el nimero
de la carta sea menor que 15.

e) Encuentra la probabilidad de que el numero
de la carta sea el 50.

De los 10 nifios de una clase, 3 tienen ojos azu-
les. Si se escoge dos ninos al azar, ;cudl es la
probabilidad de que:

a) Los 2 nifos tengan los ojos azules.
b) Ninguno tenga ojos azules.
¢) Por lo menos 1 tenga ojos azules.

De un total de 14 nimeros 6 de ellos son posi-
tivos y el resto es negativo, se eligen 4 nimeros
al azar y se multiplican entre ellos calcula:

a) Cuadl es la probabilidad de que el producto
sea un numero positivo.

b) Cual es la probabilidad de que el producto
sea un numero negativo.

¢) Considera el evento A: Que solo se extraen
3 numeros, cual es la probabilidad de que el
producto sea un ndmero positivo.

d) Considera el evento B: Que solo se extraen

2 numeros, cual es la probabilidad de que el
producto sea un nimero negativo.
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El grafico muestra el tiempo que demoran los
alumnos en trasladarse de la casa a la escuela.
¢Cuantos nifos se demoran mas de 10 minu-

tos?

0ab 6a10 11a15 16 a 20
cantidad de minutos

cantidad dealumnos

a) 2
b) 5
c 7
d) 8
e) 15

[TIMSS] El siguiente poligono de frecuencia
muestra los puntajes obtenidos en un test por
un curso. ¢Cual es la media de puntajes del
curso?

; Frecuencia de porcentajes

Unidad 4

[TIMSS] En un curso hay 30 alumnos. La pro-
babilidad de seleccionar a un alumno del curso
y que sea menor a 13 afios es de % ¢Cuan-
tos estudiantes en la clase son menores a 13
ahos?

a) 2
b) 3
Q 4
d) 5
e) 6

[TIMSS] En una escuela hay entre nifios y nifas
1 200 estudiantes. Se obtiene una muestra de 100
estudiantes representativa de la poblacion. Si 45
de los alumnos de la muestra son nifos. ¢ Cual
seria la cantidad total de nifios en la escuela?

a) 450
b) 500
c) 540
d) 600
e) 660

[TIMSS] En una bolsa se ponen 11 fichas, las
cuales tienen marcadas los nimeros 2, 3, 5, 6,
8,10, 11,12, 14, 18, y 20. Si Amaru saca una
ficha de la bolsa sin mirar. ; Cual es la probabili-
dad que Amaru saque una ficha con un ndmero
que sea multiplo de tres?

MATEMATICA 1° Medio
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Estimado alumno, alumna

Este libro pretende ayudarte a abrir las puertas al conocimiento matematico, pero la llaves de esas puertas
las tienes tu y son el trabajo, la reflexion, la investigacion y la falta de temor a hacerse todas las preguntas
por absurdas que parezcan en primera instancia. Preguntas como: ;es el cero un nimero par?, ; puedo llenar
con baldosas hexagonales todo el plano? Parecen triviales, pero sin duda te llevaran a definiciones precisas
y propiedades que al tenerlas claras podras resolver las dudas.

Las matematicas poseen verdad. Si los tridngulos rectangulos los entendemos como hoy lo hacemos, enton-
ces el teorema de Pitagoras es cierto; hoy y para siempre. Si tu demuestras un resultado matematico, por
ejemplo, que la suma de dos nimeros pares es un ndmero par, nadie puede decirte que ese resultado es
falso, y si tu demostracion alguien la entiende, no puede decirte no te creo, no es un asunto de fe, es mate-
matica. Esta es una razén para hacer o conocer las demostraciones, para dejar por sentada la veracidad de
un resultado. Ademas, las demostraciones te permiten desarrollar habilidades de razonamiento matematico
referidas a la argumentacion, para ello es necesario que tu comunicacion sea clara. En este texto encontraras
varias invitaciones y pistas para hacer y sequir demostraciones. También te entregamos diferentes estrategias
para enfrentar estas pruebas.

La matematica ademas nos permite aproximarnos a la realidad y asi lograr una mayor comprension de la
misma. Mediante modelos matematicos podemos inferir conclusiones referentes a procesos de la realidad,
de las ciencias sociales y naturales, ademas podemos anticipar resultados que nos ayuden a tomar decisiones
con mayor certeza. En este libro encontraras problemas que te invitan a presentar un modelo algebraico,
reconociendo variables y sus relaciones que te ayudan a comprender el problema real.

Las actividades de este libro estan dirigidas a lograr un conocimiento profundo de las ideas matematicas
que desarrollarés en él. Estas actividades estan enmarcadas en contextos reales, informaciones obtenidas de
diferentes medios: periédicos, Internet, articulos de organizaciones de salud, medioambientales, etc.

En definitiva, este texto lo hicimos pensando en ti, pensando en que logres un conocimiento significativo de
las matematicas, para que descubras su belleza y utilidad. Motivados por el respeto y carifio al conocimiento
es que queremos que con esta obra descubras, a tu ritmo, los conocimientos y desarrolles las habilidades
necesarias para hacer de ti un ciudadano critico, investigador, “preguntén”, y que, por sobre todo, intentes
dar tus propias respuestas y argumentos. Esperamos que te sea Util y que con la ayuda de tu profesor, uses
|a llave para abrir la puerta del conocimiento matematico, lo aprecies y lo utilices en diversas situaciones.

Los autores.

Este libro pertenece a:

Nombre:

Curso:

Colegio:

Te lo ha hecho llegar gratuitamente el Ministerio de Educacion a través del establecimiento educacional en el que estudias.
Es para tu uso personal tanto en tu colegio como en tu casa; cuidalo para que te sirva durante todo el afio.
Si te cambias de colegio lo debes llevar contigo y al finalizar el afio, guardarlo en tu casa.
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ireasque e dbon a Le-
e grundes resul-

dos_Legene demostrs
n 1794l macona-

e Autoevaluacion
Propuesta de
evaluacion de tus
conocimientos de
la Unidad.

MATEMATICA




	preli
	U1
	U2
	U3
	U4
	sol

